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Introduction

Ce travail de �n d'études est purement synthétique et a pour but de fournir un résumé
succinct et compréhensible du sujet choisi. Le sujet en question concerne les brisures dyna-
miques de symétrie ainsi que le mécanisme de Brout-Englert-Higgs qui va de pair avec les
brisures de symétries. En e�et, il n'apparaît pas seulement en physique des particules, mais
aussi dans tous les systèmes physiques dans lesquels une brisure de symétrie continue peut
avoir lieu, à condition qu'ils soient couplés à ce qu'on appelle un champ de jauge. Initiale-
ment, le travail devait porter sur le mécanisme de Brout-Englert-Higgs et sur les théories
alternatives à celui-ci. Or, comme la découverte du boson de Higgs était imminente quand
ce travail à débuté, il a été décidé d'élargir le sujet et d'inclure d'autres théories qui ne
constituent pas des théories alternatives à la théorie de Higgs. Un exemple est la brisure de
la symétrie électromagnétique qui apparaît dans les supraconducteurs et qui sera le contenu
du deuxième chapitre.
Ce travail inclut trois chapitres au total. Le premier, relativement court, porte sur le mé-
canisme de Brout-Englert-Higgs en général. Il commence par la description de la brisure de
la symétrie électromagnétique, décrite par le groupe de symétrie dénoté par U(1)EM . Cette
brisure de symétrie ne fait pas partie du modèle standard, simplement parce qu'elle n'appa-
raît pas dans la nature sauf dans des situations exceptionnelles comme par exemple dans le
cas des supraconducteurs. En général, les interactions électromagnétiques et les interactions
fortes sont décrites par des symétries qui ne sont pas brisées. Notre univers respecte donc la
symétrie décrite par les groupes SU(3)C ⊗ U(1)EM . Les interactions faibles par contre sont
décrites par une symétrie brisée dénotée par SU(2)L. Ceci se manifeste par le fait que les
particules médiatrices de l'interaction faible ont une masse non nulle. Un des plus grands
succès dans la physique des particules fut l'aboutissement à une théorie uni�ée de l'électro-
magnétisme et des interactions faibles, la théorie électrofaible SU(2)L⊗U(1)Y , et la mise en
place du mécanisme de Brout-Englert-Higgs permettant de décrire la brisure de cette symé-
trie SU(2)L⊗U(1)Y → U(1)EM . En principe, la symétrie de l'interaction électromagnétique
n'est donc pas brisée. Néanmoins, cet exemple de brisure est souvent utilisé pour familiari-
ser le lecteur avec le concept d'une brisure spontanée de symétrie et avec le mécanisme de
Brout-Englert-Higgs, simplement parce que le groupe U(1)EM est plus facile à manipuler
et à visualiser que le groupe plus complexe SU(2)L ⊗ U(1)Y . En outre, de nombreux résul-
tats obtenus dans la première section du premier chapitre seront utilisés dans le deuxième
chapitre. La deuxième section décrit le mécanisme de Brout-Englert-Higgs tel qu'il apparaît
dans le modèle standard, et décrit donc la brisure de la symétrie électrofaible. Dans la troi-
sième section est décrite l'acquisition d'une masse des fermions grâce à ce qu'on appelle le
couplage de Yukawa. En e�et, le mécanisme de Brout-Englert-Higgs permet de donner une
masse aux bosons médiateurs de l'interaction faible, mais les fermions restent sans masse.
Ce n'est que par un couplage à la particule de Higgs qu'ils vont devenir massifs. Finalement,
dans la dernière section du chapitre sont évoqués les problèmes dont sou�re le mécanisme
de Brout-Englert-Higgs, comme par exemple le fait que c'est une théorie peu naturelle avec
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un trop grand nombre de paramètres libres, si bien que c'est une théorie peu prédictive.
Le deuxième chapitre est entièrement consacré à la théorie des supraconducteurs à basse
température. A l'heure actuelle, il existe deux grandes théories permettant de décrire la
supraconductivité, à savoir la théorie de Ginzburg-Landau et la théorie BCS. Néanmoins,
ces deux théories sont basées sur un concept bien plus fondamental, celui de la brisure dy-
namique de la symétrie de l'électromagnétisme. Or, cet aspect n'est que rarement discuté
dans la littérature portant sur la supraconductivité. Le but du deuxième chapitre est donc
de décrire à la fois les théories classiques de la supraconductivité et la théorie moins connue
de la brisure de symétrie. En e�et, les physiciens familiers de la physique des particules ne
connaissent pas nécessairement les théories classiques de la supraconductivité tandis que les
physiciens de l'état solide ne sont pas nécessairement familiers avec le mécanisme de Brout-
Englert-Higgs. Par conséquent, ce travail est peut-être intéressant par le fait qu'il réunit les
deux types de théorie. La description rigoureuse de la théorie BCS est plutôt lourde d'un
point de vue mathématique, et l'accent sera donc plutôt mis sur la théorie de Ginzburg-
Landau. En outre, la théorie de Ginzburg-Landau est plus proche de la théorie de la brisure
de symétrie que la théorie BCS. Ces deux points de vue seront donc analysés et comparés.
Le chapitre se termine en traçant les similitudes entre l'ancienne situation en physique de
l'état solide et la situation actuelle en physique des particules.
Le troisième chapitre porte sur des brisures dynamiques de symétrie apparaissant en physique
des particules. L'intérêt est surtout focalisé sur la brisure de la symétrie chirale ainsi que sur
la Technicouleur. La brisure de la symétrie chirale fait partie du modèle standard et explique
l'apparition des particules appelées pions. En général, cette symétrie n'est pas couplée à un
champ de jauge et ne fait donc pas intervenir de mécanisme de Brout-Englert-Higgs. Or, il
existe un scénario dans lequel on couple cette symétrie au champ de jauge de l'interaction
faible et ainsi le mécanisme de Brout-Englert-Higgs résultant est responsable de la brisure
de la symétrie électrofaible. Ce scénario est di�érent du mécanisme de brisure spontanée
décrit dans le modèle standard et a donné naissance à une théorie appelée Technicouleur,
qui constitue une théorie alternative au modèle standard. Plusieurs modèles di�érents de
cette théorie sont présentés dans ce dernier chapitre.
Finalement, ce travail inclut encore plusieurs annexes. La première annexe donne des préci-
sions sur les notations, des dé�nitions complémentaires ainsi que quelques exemples et calculs
supplémentaires. Nous recommandons au lecteur peu familier avec la théorie quantique des
champs de lire cette annexe avant d'aborder la lecture du document principal. La deuxième
annexe donne une preuve d'un théorème qui est mentionné plusieurs fois dans ce travail, à
savoir le théorème de Noether. La preuve constitue une information complémentaire mais sa
lecture n'est pas nécessaire pour la compréhension du travail. La dernière annexe contient
des calculs relatifs au troisième chapitre. Ces calculs ont été placés en annexe a�n d'évi-
ter d'alourdir le texte. En e�et, les développements en question résultent de la théorie des
groupes et ne sont pas indispensables pour la bonne compréhension des idées de base des
théories de la Technicouleur.



Chapitre 1

Le mécanisme de Brout-Englert-Higgs

Le mécanisme de Brout-Englert-Higgs est un outil qui permet de donner une masse aux
bosons de jauge dans le modèle standard. Cette théorie postule que le vide est rempli d'un
certain champ appelé champ de Higgs. Lorsque les bosons de jauge et les fermions se meuvent
dans le vide, ils interagissent avec ce champ ce qui leur permet d'acquérir une masse. La
situation est similaire à celle qu'on rencontre en physique de l'état solide. En e�et, la des-
cription d'un électron libre n'interagissant pas est aisée d'un point de vue mathématique.
Par contre, dans un solide, l'électron n'est pas libre mais se meut dans un certain potentiel
créé par les ions et les autres électrons. Or, on peut montrer qu'on peut quand même dé-
crire l'électron comme un électron libre, à condition qu'on remplace la masse habituelle de
l'électron par une autre masse, appelée masse e�ective, dont la valeur est supérieure à celle
de la masse habituelle. L'information de l'interaction de l'électron avec son environnement
est donc contenue dans la masse e�ective. Cette approche est similaire à celle dans la théorie
de Higgs. On cherche à traduire l'interaction des bosons et des fermions avec le champ de
Higgs en une masse e�ective pour ces derniers.
Les débuts de cette théorie remontent jusque dans les années soixante, quand on a essayé
d'expliquer certains phénomènes en physique de la matière condensée. Ainsi, Anderson [1, 2]
utilisa des photons massifs pour expliquer certaines situations en physique de la matière
condensée non-relativiste. Englert et Brout [3] ont alors généralisé ce mécanisme à la théorie
des champs, et Higgs [4, 5] l'a complété légèrement plus tard. Pratiquement simultanément,
Guralnik, Hagen et Kibble [6] ont publié des travaux similaires.
Dans la théorie de Higgs, tout comme dans le modèle standard en général, la notion de symé-
trie est primordiale. En toute généralité, on dit qu'un système physique possède une certaine
symétrie quand les équations qui le décrivent gardent la même forme après l'application
d'une transformation correspondant à la symétrie en question. Or, même si les équations
restent invariantes sous une transformation donnée, il se peut qu'une ou plusieurs solutions
aux équations ne soient pas invariantes. Bien entendu, il est équivalent de considérer l'in-
variance du lagrangien ou du hamiltonien à la place de l'invariance des équations. Ainsi,
lorsque le lagrangien d'un système est invariant sous une certaine transformation, mais un
des états du système ne l'est pas, on parle d'une brisure spontanée de symétrie [7].
De façon générale, on distingue deux types de symétries continues : les symétries globales, qui
sont les mêmes dans tout l'espace-temps, et les symétries locales, encore appelées symétries
de jauge, qui peuvent varier d'un point à l'autre de l'espace-temps. En général, les symétries
globales donnent les nombres quantiques d'une théorie, tandis que les transformations locales
décrivent les interactions entre les particules.
D'après le théorème de Goldstone, chaque brisure spontanée d'une symétrie continue globale
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entraîne l'existence d'une particule scalaire sans masse, appelée boson de Goldstone. Le lec-
teur intéressé peut trouver quatre preuves di�érentes de ce théorème dans la référence [8].
Dans le cas d'une brisure spontanée de symétrie locale, ces bosons de Goldstone peuvent se
transformer en degrés de liberté de polarisation longitudinale des vecteurs bosoniques, qui
deviennent alors massifs. Dans un premier temps, nous allons considérer une brisure spon-
tanée de symétrie dans le cadre d'une théorie abélienne 1. Il est alors aisé par la suite de
généraliser les résultats obtenus à une théorie non-abélienne.

1.1 Cas abélien

Nous allons considérer un lagrangien d'un champ scalaire complexe en interaction avec
lui-même, couplé au champ électromagnétique :

L = (Dµφ)†(Dµφ)− V (φ†φ)− 1

4
FµνF

µν (1.1)

où le potentiel V (φ†φ) est donné par :

V (φ†φ) = µ2φ†φ+ λ(φ†φ)2 (1.2)

Le champ φ est un champ complexe qu'on peut donc écrire avec la notation complexe de
deux champs φ1 et φ2 réels :

φ(x) =
1√
2

(φ1(x) + iφ2(x)) (1.3)

Les paramètres µ et λ > 0 sont des paramètres quelconques. On remarque que la forme du
potentiel dépend du signe de µ2, comme on peut le voir sur la �gure 1.1. Sur cette �gure est
représenté le potentiel V en fonction des champs φ1 et φ2.

Figure 1.1 � La �gure à gauche montre la forme du potentiel pour µ2 < 0. Ce potentiel est
aussi appelé chapeau mexicain. La �gure à droite montre le potentiel pour µ2 > 0.

En général, pour assurer l'invariance du lagrangien sous une transformation locale, il faut in-
troduire un champ de jauge Aµ, qui correspond ici au champ électromagnétique, et remplacer
la dérivée habituelle ∂µ par la dérivée covariante Dµ, dé�nie comme suit :

Dµ = ∂µ + ieQAµ (1.4)

1. Un groupe abélien est un groupe dont les éléments commutent entre eux.
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où −e est la charge de l'électron et Q l'opérateur charge électrique. Dans le cas abélien, Q
correspond au nombre réel 1, il s'agit donc d'une matrice 1× 1. Finalement, l'expression du
terme 1

4
FµνF

µν , correspondant au lagrangien du champ de jauge libre, est donnée par :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (1.5)

Le lagrangien (1.1) est alors manifestement invariant sous la transformation de jauge U(1)EM
suivante :

φ(x)→ e−ieQα(x)φ(x) (1.6)

φ(x)† → eieQα(x)φ(x)† (1.7)

Aµ(x)→ Aµ(x) + ∂µα(x) (1.8)

où α(x) est une fonction réelle arbitraire. Comme la fonction α(x) dépend de la position x, il
s'agit bien d'une transformation U(1)EM locale. L'opérateur Q constitue ici ce qu'on appelle
le générateur du groupe U(1)EM , et la charge e est appelée constante de couplage de U(1)EM .
Les transformations (1.6) correspondent à des rotations dans le plan complexe formé par φ1

et φ2. La brisure spontanée de symétrie est due au fait que l'état fondamental du système
n'est pas toujours invariant sous ces transformations. Nous allons donc déterminer l'état
fondamental du système. Le hamiltonien du système formé par les champs Aµ et φ est donné
par [9] :

H =

∫
d3x

(
1

2
(F0i)

2 +
1

4
(Fij)

2 + (D0φ)†(D0φ) + (Diφ)†(Diφ) + V (φ†φ)

)
(1.9)

L'état fondamental du système est donné par la con�guration des champs Aµ et φ qui mini-
mise l'hamiltonien. Les deux premiers termes de l'intégrand sont des carrés, ils ne peuvent
donc pas être négatifs. Ils sont minimaux quand ils sont égaux à zéro. Ceci signi�e que les
champs électrique et magnétique doivent être zéro puisqu'on a (F0i)

2 = E2 et (Fij)
2 = B2.

Dès lors, comme B = ∇ × A, il faut que Aµ soit la dérivée d'une fonction arbitraire β(x)
[9] :

Aµ = ∂µβ(x) (1.10)

Aµ est donc purement une jauge. En tenant compte de (1.10), le troisième et le quatrième
terme sont nuls lorsque la condition suivante est véri�ée :

Dµφ = (∂µ + ieQ∂µβ(x))φ = 0 (1.11)

c.à.d. φ0(x) = e−ieQβ(x) |φ0| (1.12)

Le module de l'état fondamental du champ φ peut être obtenu en minimisant le potentiel :

dV

d|φ|
= 0⇔ 2µ2|φ|+ 4λ|φ|3 = 0 (1.13)

⇔ |φ0| =
1√
2

√
−µ2

λ
≡ v√

2
ou |φ0| = 0 (1.14)

Si µ2 > 0, le potentiel a la forme représentée à droite sur la �gure 1.1, et donc la seule solution
pour le module de l'état fondamental est donnée par |φ0| = 0. L'état fondamental est dans
ce cas unique et non dégénéré. Comme il est unique, cet état est invariant sous U(1)EM ,
puisqu'il ne peut se transformer qu'en lui-même. Si par contre µ2 < 0, le potentiel a la forme
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représentée à gauche sur la �gure 1.1. On obtient alors une solution instable |φ0| = 0 et
une solution stable |φ0| = v/

√
2. Nous allons nous intéresser à la solution stable. Le choix

de la fonction β(x) est arbitraire et n'in�uence pas les résultats que nous allons dériver [9].
Sans perte de généralité, nous pouvons par exemple choisir une fonction indépendant de la
position dans l'espace-temps, β(x) ≡ θ, avec 0 ≤ θ < 2π. Dans ce cas, les états fondamentaux
possibles correspondent aux états dégénérés qui se trouvent au fond de la vallée du potentiel.
Ils sont donnés par :

φ0(x) = eieQθ |φ0| avec 0 ≤ θ < 2π (1.15)

Les di�érents états φ0 donnés par (1.15) sont donc reliés par des transformations U(1)EM ,
c.à.d. par des rotations dans le plan complexe. En appliquant une transformation U(1)EM à
un de ces états φ0, il sera transformé en un état φ′0 6= φ0, et par conséquent aucun des états
φ0 n'est invariant sous une transformation U(1)EM . Nous voyons donc que le lagrangien est
invariant sous une transformation U(1)EM , mais pas l'état fondamental. Nous avons ainsi
brisé spontanément la symétrie U(1)EM . On dit qu'en choisissant un de ces états comme
étant l'état fondamental du champ φ, on donne une direction privilégiée à l'espace d'Hilbert,
ce qui brise la symétrie U(1)EM . Sans perte de généralité, on peut par exemple choisir θ = 0
dans l'équation (1.15). Nous avons alors :

A0
µ = 0 et φ0 = |φ0| (1.16)

Notons que l'état fondamental doit être unique et bien déterminé, c.à.d. il ne doit pas consis-
ter en une superposition de plusieurs états. Ainsi, il n'est pas possible de choisir comme état
fondamental une combinaison de tous les états φ0 de (1.15), qui serait alors invariante sous
une transformation de jauge U(1)EM . En e�et, pour que l'état fondamental du système soit
une superposition de tous les états du fond de la vallée, il faudrait que le système soit capable
de passer d'un état à l'autre. Même s'il n'y a pas de barrière de potentiel entre ces états, le
coût en énergie pour un saut est proportionnel au volume Ω du système. Comme les champs
s'étendent dans tout l'univers, le volume est in�ni et par conséquent, l'énergie nécessaire
pour un saut l'est aussi. En e�et, pour un champ homogène φ(t), l'énergie cinétique est
proportionnelle au volume :

Ecin = Ω|φ̇|2 (1.17)

Dès lors, un changement du champ dans tout l'espace nécessite une énergie in�nie [9].
En théorie quantique des champs, on considère que φ0 est la valeur moyenne dans le vide de
l'opérateur de champ φ [10] :

| 〈0|φ|0〉 | = |φ0| (1.18)

Si on décide d'écrire φ sous la forme (1.3), alors on peut choisir comme vide physique l'état
φ0 suivant [11] :

〈0|φ1|0〉 = v et 〈0|φ2|0〉 = 0 (1.19)

Nous avons donc choisi un état fondamental φ0 réel, c.à.d. perpendiculaire à la direction de
l'axe imaginaire φ2. Comme toujours lorsqu'on est en présence d'un minimum stable [10], on
peut utiliser la théorie des perturbations en développant le champ φ autour du minimum.
Nous dé�nissons la perturbation du champ ϕ ≡ φ− φ0 :

ϕ1 ≡ φ1 − v et ϕ2 ≡ φ2 (1.20)
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En insérant la nouvelle expression du champ dans le lagrangien, on trouve :

L =
1

2
(∂µϕ1∂

µϕ1)−
1

2
(2λv2)ϕ2

1 (1.21)

− 1

4
FµνF

µν +
(eQ)2v2

2
AµAµ (1.22)

+
1

2
(∂µφ2∂

µφ2) + eQvAµ∂µφ2 + interactions (1.23)

où les termes d'interactions désignent les termes en ordre trois au moins des champs. Le terme
en AµAµ de cette expression peut être interprété comme un terme de masse du boson vecteur
Aµ. Ainsi, le boson de jauge acquiert une masse M = eQv. De même, on voit que le champ
ϕ1 a une masse m =

√
2µ tandis que le champ φ2 reste sans masse. Le champ φ2 est donc

le boson sans masse de Goldstone, qui apparaît suite à la brisure spontanée de la symétrie
locale U(1)EM . En e�et, en φ0, le potentiel ne varie pas lors d'un petit déplacement dans la
direction de φ2, le long de la vallée de potentiel. Par contre, il varie de façon quadratique
selon la direction radiale ϕ1. Comme la masse est liée à la courbure du potentiel [13], le
boson φ2 reste sans masse tandis que le boson ϕ1 acquiert une masse.
L'interprétation du dernier terme n'est pas évidente, puisque le produit eQvAµ∂µφ2 semble
suggérer que Aµ et φ2 ne sont pas des coordonnées indépendantes [10]. Il s'avère qu'il n'existe
pas de particule directement associée au champ φ2. En fait, on peut le faire disparaître par
un simple choix de jauge. Démontrer ce résultat en théorie quantique des champs est long
et fastidieux, et nous n'allons pas le montrer dans ce travail. En e�et, ce résultat est donné
par le théorème d'équivalence, que le lecteur intéressé peut par exemple retrouver dans la
référence [12]. Par contre, pour donner une idée de ce qui se passe, nous allons le décrire
en théorie classique des champs, en considérant les champs comme des nombres et non plus
comme des opérateurs. En toute généralité, en théorie classique des champs, le champ φ peut
être paramétrisé sous forme polaire de la façon suivante [13] :

φ(x) = exp

(
iξ(x)

v

)
(H(x) + v)√

2
(1.24)

=
1√
2

(v +H(x) + iξ(x) + ...) (1.25)

Pour de petites perturbations, le champ ξ correspond donc exactement au boson de Goldstone
φ2, tandis que le champ H correspond au champ ϕ1. Comme le lagrangien est invariant sous
des transformations U(1)EM , on peut e�ectuer une rotation avec α(x) = ξ(x)

eQv
sur le champ

complexe φ, dans le plan complexe, de sorte que φ devienne réel :

φ = exp

(
−iξ
v

)
exp

(
iξ

v

)
(H + v)√

2
=

1√
2

(H + v) (1.26)

et Aµ → Aµ +
1

eQv
∂µξ (1.27)

En tournant le champ φ de façon à ce qu'il soit orthogonal au boson de Goldstone ξ, on a
annulé sa phase ξ. Le lagrangien garde pour la nouvelle expression du champ exactement la
même forme que pour l'ancienne expression de φ. Par conséquent, en insérant la nouvelle
expression du champ φ dans le lagrangien, le terme gênant en eQvAµ∂µφ2 = eQvAµ∂µξ
disparaît :

L =
1

2
(∂µH∂

µH)− 1

2
(2λv2)H2 − 1

4
FµνF

µν +
(eQv)2

2
BµB

µ + . . . (1.28)
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où nous avons introduit un nouveau champ Bµ massif de masse M = eQv :

Bµ ≡
(
Aµ +

1

eQv
∂µξ

)
(1.29)

En comptant les degrés de liberté, on trouve que dans le lagrangien de départ, il y avait deux
champs réels φ1 et φ2, qui représentent chacun un degré de liberté, et un champ vectoriel
Aµ sans masse, qui possède deux états de polarisations possibles et qui représente donc deux
degrés de liberté. A la �n, nous avons un champ réel H et un champ vectoriel Bµ massif,
qui possède maintenant en plus de ses deux polarisations transverses aussi une polarisation
longitudinale, il représente donc trois degrés de liberté. Le nombre de degrés de liberté
total, quatre en l'occurrence, ne change donc pas. On dit que le boson de Goldstone est
� mangé �par le boson vecteur, qui devient massif.
Le fait de tourner le champ φ par une transformation de groupe revient à faire un choix
de jauge. En électromagnétisme, on applique les conditions de jauge plutôt sur le champ
vectoriel Aµ, 2 mais on peut aussi appliquer les conditions de jauge sur le champ scalaire
φ[14]. La jauge dans laquelle φ est perpendiculaire aux bosons de Goldstone est appelée
jauge unitaire.

1.2 Cas non-abélien

Il n'est pas compliqué de généraliser les résultats obtenus précédemment à une théorie
non-abélienne. Dans le modèle standard, il s'agit de la symétrie locale SU(2)L ⊗ U(1)Y qui
est brisée spontanément en un sous-groupe U(1) : SU(2)L ⊗ U(1)Y → U(1)EM . Comme il
y a trois symétries continues associées au groupe SU(2), on peut s'attendre à l'apparition
de trois bosons massifs. Ces bosons seront alors les trois bosons massifs de la théorie de
l'interaction faible. La symétrie U(1)EM par contre ne sera pas brisée, son boson restera
donc sans masse. Ce boson sans masse correspond au photon. Pour réaliser la brisure, on
ajoute au lagrangien du modèle standard un champ scalaire, qui possède cette fois plusieurs
composantes, puisqu'on souhaite briser la symétrie SU(2)L. Ce champ scalaire est appelé
doublet de Higgs et contient deux composantes complexes :

Φ ≡
(
φ+

φ0

)
(1.30)

Le lagrangien de ce champ est donné par :

Lscalaire = (DµΦ)†(DµΦ)− V (Φ†Φ) (1.31)

où le potentiel est encore une fois donné par :

V (Φ†Φ) = µ2Φ†Φ + λ(Φ†Φ)2 (1.32)

Comme pour le cas abélien, on remplace la dérivée habituelle par la dérivée covariante, a�n
de garantir l'invariance de jauge du lagrangien sous la transformation SU(2)L⊗U(1)Y . Son
expression est donnée par :

Dµ = ∂µ + igT ·Wµ + i
g′

2
Y Bµ (1.33)

avec T ≡ (T 1, T 2, T 3) et Wµ ≡ (W 1
µ , W

2
µ , W

3
µ) (1.34)

2. Des exemples en sont la jauge de Lorentz et la jauge de Coulomb : ∂µAµ = 0 et ∇ ·A = 0
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Les constantes g et g′ sont les constantes de couplage associées à SU(2)L et à U(1)Y res-
pectivement. Les opérateurs T i, appelés opérateurs d'isospin faible, correspondent aux trois
générateurs de SU(2)L, et les champs W i

µ représentent les trois champs de jauge qui y sont

associés. Nous avons T i = σi

2
, où les σi sont les matrices de Pauli. Le champ Bµ est le champ

de jauge introduit par la transformation U(1)Y . Le générateur de U(1)Y , l'opérateur Y , est
appelé hypercharge faible. Il est dé�ni par la relation suivante :

Q = T 3 +
1

2
Y (1.35)

L'hypercharge du doublet de Higgs Φ vaut : Y = +1. Le lagrangien est invariant sous les
transformations SU(2)L ⊗ U(1)Y suivantes :

Φ(x)→ exp

(
−igT · ω(x)− ig

′

2
Y β(x)

)
Φ(x) (1.36)

Wµ →Wµ + ∂µω(x)− igω(x)×Wµ (1.37)

Bµ → Bµ + ∂µβ(x) (1.38)

Pour µ2 < 0, on peut choisir la valeur moyenne du champ Φ dans le vide :

Φ0 ≡
1√
2

(
0
v

)
(1.39)

Comme pour le cas abélien, on peut paramétriser le champ Φ sous la forme suivante :

Φ ≡ 1√
2
exp

(
iT · ξ(x)

v

)(
0

v +H(x)

)
(1.40)

avec ξ ≡ (ξ1, ξ2, ξ3) et
〈
ξi
〉

0
= 〈H〉0 = 0 (1.41)

où les ξi(x) et H(x) sont des champs réels. Comme le lagrangien est invariant sous une
transformation SU(2), on peut encore une fois se ramener à la jauge unitaire en appliquant

la rotation dans l'espace des isospins exp
(
−iT · ξ(x)

v

)
au champ Φ. Le nouveau champ Φ

s'écrit :

Φ ≡ 1√
2

(
0

v +H

)
(1.42)

On remarque que les champs ξi, correspondant aux bosons de Goldstone, ont disparus. Seul
le champ H reste, qui correspond donc à une particule physique, appelée boson de Higgs.
En introduisant le nouveau champ Φ dans le lagrangien, on trouve que le terme cinétique
donne :

(DµΦ)†(DµΦ)− ∂µΦ∂µΦ− termes croisés

=
1

2
(0, v +H)

(
gW a

µTa +
g′

2
Bµ

)(
gW µbTb +

g′

2
Bµ

)(
0

v +H

)

=
1

2
(0, v +H)

g2W a
µW

µb TaTb︸︷︷︸
1
2

1
2
δab

+gW a
µTa

g′

2
Bµ +

g′

2
BµgW

µbTb +

(
g′

2
B

)2

( 0
v +H

)

=
v2

8

(
g2(W 1)2 + g2(W 2)2 +

(
−gW 3 + g′B

)2)
+ termes en H
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Dans le lagrangien, il y a donc apparition de trois bosons vecteurs massifs 3. Les quatre
particules de la théorie électrofaible observées expérimentalement sont des combinaisons
particulières des champs W i

µ et Bµ, données par :

W±
µ =

1√
2

(W 1
µ ∓ iW 2

µ) avec une masse mW = g
v

2
(1.43)

Z0
µ =

1√
g2 + g′2

(gW 3
µ − g′Bµ) avec une masse mZ =

√
g2 + g′2

v

2
(1.44)

Aµ =
1√

g2 + g′2
(g′W 3

µ + gBµ) avec une masse mA = 0 (1.45)

Le quatrième champ vectoriel Aµ est dé�ni comme étant orthogonal au champ Z0
µ. Comme il

n'a pas de terme de masse dans le lagrangien, sa masse est nulle, et ce champ correspond au
photon, associé à la symétrie U(1)EM . Cette symétrie n'est pas brisée, car le vide Φ0 reste
invariant sous cette symétrie [13] :

eieαQΦ0 ≈ (1 + ieαQ)Φ0 = Φ0 (1.46)

car QΦ0 =

(
T 3 +

1

2
Y

)
Φ0 (1.47)

=
1

2

[(
1 0
0 −1

)
+

(
1 0
0 1

)](
0

v/
√

2

)
= 0 (1.48)

On voit donc que l'opérateur de charge électrique Q annihile le vide Φ0, ce qui n'est pas
surprenant puisque le vide ne contient pas de charge électrique. Dès lors, la symétrie en-
gendrant l'électromagnétisme n'est pas brisée spontanément, il n'y a donc pas apparition de
boson de Goldstone qui pourrait rendre le photon massif. Notons encore qu'on peut réécrire
les relations (1.43) à (1.45) sous une forme plus compacte :(

Z0
µ

Aµ

)
=

(
cos θW − sin θW
sin θW cos θW

)(
W 3
µ

Bµ

)
(1.49)

avec cos θW =
g√

g2 + g′2
et sin θW =

g′√
g2 + g′2

(1.50)

où θW est l'angle de mélange faible ou angle de Weinberg, dé�ni comme étant l'angle qui
apparaît lors du changement de base de (W 3

µ , Bµ) vers (Z0
µ, Aµ). Cet angle peut être mesuré

expérimentalement et permet de calculer les masses des bosons Z0
µ et W±

µ .
Résumons ce qui se passe : nous débutons avec quatre bosons vecteurs sans masse, dont trois
sont associés à la symétrie SU(2)L et le quatrième à la symétrie U(1)EM . Les bosons neutres
W 3
µ et Bµ vont se mélanger et former le boson neutre de l'interaction faible Z0

µ et le photon
Aµ de l'électromagnétisme. Finalement, trois des quatre composantes réelles (ou deux com-
posantes complexes) du doublet de Higgs, correspondant à des bosons de Goldstone, vont se
faire absorber par les états W+

µ , W
−
µ et Z0

µ, qui deviennent lourds. La quatrième composante
forme une particule physique indépendante, le boson de Higgs [15]. C'est donc grâce à ce
mécanisme de brisure spontanée de symétrie que les bosons de jauge de la théorie des in-
teractions faibles acquièrent une masse tandis que le boson de jauge de l'électromagnétisme
reste sans masse, comme il se doit.

3. Précision sur la notation : Si Bµ est un 4-vecteur, alors B2 = BµBµ = B2
0 −B2
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1.3 Masse des fermions

Nous avons vu comment les bosons acquièrent une masse dans le Modèle Standard. Or, le
mécanisme étudié dans la section précédente ne permet pas d'expliquer pourquoi les fermions
ont une masse. On pourrait essayer d'introduire dans le lagrangien du modèle standard un
terme de masse de la forme mψ̄RψL, où ψR représente les composantes dextrogyres et ψL
les composantes lévogyres du spineur ψ. Or, un tel terme n'est pas invariant de jauge car
les interactions faibles ne se couplent pas à la partie dextrogyre des fermions. Dès lors, le
lagrangien ne serait plus invariant de jauge, et on parlerait alors d'une brisure explicite de la
symétrie. Or, avec des termes de masse dans le lagrangien, la théorie du modèle standard ne
serait plus renormalisable [11], ce qui n'est pas acceptable pour une théorie digne de ce nom.
Cependant, il est possible de donner une masse aux fermions en les faisant interagir avec
le champ de Higgs Φ. On peut réécrire les transformations (1.36) à (1.38) pour un champ
fermionique ψ en fonction de ses composantes dextrogyres ψR et lévogyres ψL :

SU(2)L : ψL → e−igT·ωψL ψ̄L → ψ̄Le
igT·ω (1.51)

ψR → ψR ψ̄R → ψ̄R (1.52)

U(1)Y : ψL → e−i
g′
2
Y βψL ψ̄L → ψ̄Le

i g
′
2
Y β (1.53)

ψR → e−i
g′
2
Y βψR ψ̄R → ψ̄Re

i g
′
2
Y β (1.54)

Il est alors aisé de véri�er l'invariance sous ces transformation du terme suivant, appelé
couplage de Yukawa :

LY = −λ(ψ̄LΦψR + ψ̄RΦ†ψL) ≡ −λ(ψ̄LΦψR + c.c.) (1.55)

où l'abréviation � c.c. �désigne le conjugué complexe et λ est la constante de couplage,
appelée constante de Yukawa. Le couplage du champ de Higgs aux fermions permet à ces
derniers d'acquérir leur masse. En e�et, après la brisure spontanée de symétrie, le champ de
Higgs prend la forme (1.42). En remplaçant dans le couplage de Yukawa le champ fermionique
par un champ leptonique par exemple, on trouve :

LY = −λe
(
νe
e

)
L

1√
2

(
0

v +H

)
eR + c.c. (1.56)

= − 1√
2
λevēLeR + c.c.+ termes en H (1.57)

Le terme de Yukawa donne donc un terme de masse pour les électrons, qui acquièrent une
masse me = λev√

2
. On peut procéder de la même façon pour donner une masse aux quarks

down. Il su�t de remplacer dans (1.55) les champs fermioniques ψL et ψR par les champs de

quarks

(
u
d

)
L

et dR respectivement. On trouve alors que les quarks down ont une masse

md = λdv√
2
. L'acquisition d'une masse par les quarks up requiert l'introduction d'un nouveau

doublet de Higgs, avec une hypercharge Y = −1, de la forme suivante :

Φ̃ = iσ2Φ∗ =

(
φ0∗

−φ−
)

(1.58)

Φ̃ est appelé le doublet de Higgs conjugué. Après la brisure spontanée, le champ Φ̃ acquiert
une valeur moyenne dans le vide donnée par :

Φ̃0 = iσ2Φ∗0 =
1√
2

(
0 1
−1 0

)(
0
v

)
=

1√
2

(
v
0

)
(1.59)
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En remplaçant Φ par Φ̃ dans le couplage de Yukawa, on trouve aussi une masse pour les
quarks up : mu = λdv√

2
. La masse des neutrinos peut s'obtenir de la même manière. Nous

avons considéré ici qu'une seule génération de leptons et de quarks, mais il est possible de
généraliser le procédé exposé à trois générations [16].

1.4 Une théorie ad hoc

Bien que le mécanisme de Brout-Englert-Higgs fasse partie du modèle standard et per-
mette d'expliquer de nombreux résultats expérimentaux, il présente beaucoup d'inconvé-
nients aussi. En e�et, beaucoup de scienti�ques estiment qu'il n'est pas nécessaire d'inventer
une nouvelle particule élémentaire simplement pour donner une masse à certaines particules.
La tentative d'introduire une nouvelle particule élémentaire à la main fait e�ectivement res-
sembler à l'introduction de la substance appelée éther au début du vingtième siècle. Cette
substance fut inventée de toute pièces a�n de servir de milieu de propagation pour les ondes
électromagnétiques. La théorie de la relativité a �ni par rendre super�u l'invention de cette
nouvelle substance, tout comme il est possible que l'invention de la particule de Higgs soit
rendue super�ue tôt ou tard.
A part d'introduire une nouvelle particule, le mécanisme de Brout-Englert-Higgs est une
théorie qui reste peu prédictive. Ainsi, la valeur moyenne dans le vide v = 246 GeV est
donnée par l'expérience, mais il est impossible de retrouver cette valeur et donc aussi la
masse de la particule de Higgs à partir de la théorie de Higgs. La valeur v joue donc le rôle
d'un paramètre qu'on doit ajuster à la main. De même, aucune dynamique du mécanisme
de Brout-Englert-Higgs ne permet de prédire la valeur du paramètre µ2.
Finalement, le mécanisme de Brout-Englert-Higgs fournit une masse aux bosons de jauge,
mais les fermions restent à priori sans masse. Ce n'est qu'en introduisant de manière très
arti�cielle les couplages de Yukawa que les fermions acquièrent une masse à leur tour. Les
couplages de Yukawa ne s'intègrent pas au lagrangien du modèle standard de façon naturelle,
mais doivent être ajoutés à posteriori.
Nombreux sont donc les arguments qui font que le mécanisme de Brout-Englert-Higgs reste
une théorie peu satisfaisante, et il est donc compréhensible que les scienti�ques cherchent
des théories alternatives. Les théories alternatives les plus prometteuses font intervenir des
brisures dynamiques de symétrie, c.à.d. des brisures spontanées de symétrie dans lesquelles la
particule qui brise la symétrie n'est pas élémentaire, mais composée d'autres particules. A�n
de familiariser le lecteur avec les brisures dynamiques de symétrie, nous allons présenter dans
le chapitre suivant la première brisure dynamique de symétrie découverte historiquement, à
savoir la brisure dynamique de la symétrie U(1)EM dans les supraconducteurs.



Chapitre 2

Application à la physique de l'état solide

De façon assez surprenante, les idées de base du mécanisme de Brout-Englert-Higgs
peuvent être trouvées dans la physique de l'état solide. En fait, Anderson fut le premier
à utiliser le concept de photons massifs pour expliquer plusieurs phénomènes révélant de la
physique de l'état solide, surtout de la physique des supraconducteurs. La supraconductivité
fut découverte en 1911 par H. Kammerling Onnes à Leiden [17, 18, 19]. Il constata qu'en
dessous d'une certaine température critique, la résistance du matériau face à la conduction
du courant électrique tombe à zéro. Dès lors, une conductivité parfaite fut la première pro-
priété caractéristique attribuée aux supraconducteurs. Une deuxième propriété importante
fut découverte en 1933 par Meissner et Ochsenfeld ; il s'agissait du diamagnétisme parfait,
c.à.d. de l'expulsion du champ magnétique en dehors du matériau supraconducteur [20]. De-
puis, d'autres phénomènes étonnants ont été observés, comme par exemple la quanti�cation
du �ux magnétique ou l'e�et Josephson.
A l'heure actuelle, il n'existe pas encore de théorie qui permette d'expliquer tous les phé-
nomènes liés aux supraconducteurs, notamment la supraconductivité à haute température.
Néanmoins, beaucoup de résultats peuvent être reproduits avec des théories approximatives,
avec une précision toute à fait étonnante. Les théories les plus connues sont la théorie de
Ginzburg-Landau [21], qui est une théorie phénoménologique, et la théorie de Bardeen, Co-
oper et Schrie�er [22], appelée théorie BCS, qui donne une description microscopique de la
supraconductivité. Le fait que des résultats très précis soient obtenus à partir de modèles
approximatifs suggère qu'une cause plus fondamentale, indépendante du modèle utilisé, se
cache derrière les phénomènes observés [23]. C'est pourquoi on postule que l'apparition de
la phase de supraconductivité est liée à une brisure de symétrie, à savoir la brisure de sy-
métrie de l'électromagnétisme U(1)EM . Malgré l'insistance d'Anderson sur l'importance de
la brisure de symétrie en supraconductivité, cet aspect est peu discuté dans la littérature
scienti�que.
Dans ce chapitre, nous allons commencer par introduire la théorie de Ginzburg-Landau et
établir les équations de base correspondantes. La théorie de Ginzburg-Landau mène natu-
rellement à certains phénomènes comme la quanti�cation du �ux ou l'expulsion du champ
magnétique, connu aussi sous le nom de l'e�et Meissner. Ensuite, les idées de base de la
théorie BCS seront présentées, sans pour autant entrer dans les détails mathématiques. En
e�et, il est possible de retrouver des e�ets comme l'e�et Meissner à partir de la théorie BCS
[24], mais le calcul est plus long et plus compliqué, et nous n'allons pas le montrer dans ce
travail. Finalement, après avoir présenté les hypothèses de base liées à la brisure de symétrie,
nous allons exposer trois phénomènes de la supraconductivité et montrer comment on peut
les retrouver à la fois à partir des théories classiques, comme la théorie de Ginzburg-Landau

16
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ou la théorie BCS, et à partir de la simple hypothèse d'une brisure spontanée de symétrie.

2.1 Bases théoriques

2.1.1 La théorie de Ginzburg-Landau

La théorie de Ginzburg-Landau est une théorie macroscopique basée sur la théorie des
transitions du second ordre qui a été développée par Landau. En e�et, la transition de l'état
normal vers l'état supraconducteur correspond à une transition de phase, caractérisée par un
paramètre d'ordre. En général, la phase présente à basse température est une phase ordon-
née, c.à.d. le paramètre d'ordre est di�érent de zéro et le système est un système de faible
symétrie. Au-dessus d'une certaine température critique, le système devient non-ordonné,
son paramètre d'ordre est donc zéro et le système présente une haute symétrie. Développée
en 1950, la théorie de Ginzburg-Landau ne reçut au début que peu de considération, puis-
qu'il s'agit surtout d'une théorie phénoménologique. La situation changea en 1959, lorsque
Gor'kov montra que la théorie de Ginzburg-Landau peut être déduite de la théorie BCS
[25]. L'hypothèse principale de la théorie de Ginzburg-Landau consiste à identi�er le pa-
ramètre d'ordre complexe à une fonction d'onde e�ective ψ(r) représentant les particules
supraconductrices telle que la quantité |ψ(r)|2 est proportionnelle à la densité des particules
supraconductrices. Le paramètre d'ordre est couplé au champ électromagnétique de façon
minimale, l'opérateur de l'impulsion −i~∇ est donc remplacé par l'opérateur de l'impulsion
canonique −i~∇ + e∗A, où e∗ est la charge associée aux particules supraconductrices. En
fait, il s'agit là simplement d'un remplacement de l'opérateur de dérivation habituel par
l'opérateur représentant la dérivée covariante.
Les propriétés thermodynamiques du supraconducteur peuvent être décrites par l'énergie
libre de Gibbs. Ginzburg et Landau ont postulé que, près de la température critique Tc,
l'énergie libre de Gibbs peut être développée en série de puissances du paramètre d'ordre
ψ. Ainsi, pour un supraconducteur inhomogène plongé dans un champ magnétique externe
uniforme, l'énergie libre de Gibbs, exprimée en unités de Gauss cgs, est donnée par la formule
suivante [26] :

G[ψ,∇ψ] = G0 +

∫ [
a |ψ|2 +

b

2
|ψ|4 +

1

2m∗

∣∣∣∣−i~∇ψ +
e∗

c
Aψ

∣∣∣∣2 +
B2

8π

]
dV (2.1)

La quantité m∗ est la masse d'une particule supraconductrice. Le premier terme repré-
sente l'énergie libre de Gibbs du supraconducteur dans l'état normal, c.à.d. l'état non-
supraconducteur. Les deux premiers termes dans l'intégrale viennent du développement en
série de l'énergie libre de Gibbs et le troisième terme donne l'énergie cinétique des élec-
trons supraconducteurs couplés au champ magnétique. Le quatrième terme donne la densité
d'énergie du champ magnétique.
La fonction ψ recherchée est celle qui minimise l'énergie libre de Gibbs, et pour la détermi-
ner, nous pouvons donc appliquer le principe variationnel. Le principe variationnel consiste
à annuler la variation de l'énergie libre de Gibbs, en considérant ψ et la dérivée de ψ comme
des variables indépendantes [27] :

δG = 0⇔ δ

∫
V

g(ψ,∇ψ)dV = 0⇔
∫
V

(
∂g

∂ψ
δψ +

∂g

∂∇ψ
δ∇ψ

)
dV = 0 (2.2)

avec

g(ψ,∇ψ) = a |ψ|2 +
b

2
|ψ|4 +

1

2m∗

∣∣∣∣−i~∇ψ +
e∗

c
Aψ

∣∣∣∣2 +
B2

8π
(2.3)
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En utilisant la relation suivante :

∇ ·
(

∂g

∂∇ψ
δψ

)
= δψ∇ ·

(
∂g

∂∇ψ

)
+

∂g

∂∇ψ
· ∇δψ (2.4)

et le fait que le principe variationnel nous permet de nous limiter aux variations telles que
la relation δ∇ψ = ∇δψ est vraie, l'équation (2.2) devient :∫

V

(
∂g

∂ψ
δψ +∇ ·

(
∂g

∂∇ψ
δψ

)
−∇ ·

(
∂g

∂∇ψ

)
δψ

)
dV = 0 (2.5)

L'intégrale du deuxième terme peut être transformée en intégrale de surface en utilisant le
théorème de Gauss : ∫

V

∇ ·
(

∂g

∂∇ψ
δψ

)
dV =

∫
S

(
∂g

∂∇ψ

)
δψ · n dS (2.6)

où n est le vecteur unitaire perpendiculaire à la surface du supraconducteur. Si on remplace
(2.6) dans (2.5) et si on exige que l'équation (2.5) reste vraie pour toute variation δψ, on
trouve les équations suivantes :

∂g

∂ψ
−∇ ·

(
∂g

∂∇ψ

)
= 0 (2.7)(

∂g

∂∇ψ

)
· n = 0 (2.8)

En remplaçant g, nous trouvons la première équation de Ginzburg-Landau et la condition
de bord [26] :

aψ∗ + bψ∗ |ψ∗|2 +
1

2m∗

(
ie∗~
c

A∇ψ∗ +

(
e∗

c

)2

A2ψ∗

)
(2.9)

− 1

2m∗
∇ ·
(

~2∇ψ∗ − ie∗~
c

Aψ∗
)

= 0 (2.10)

⇔ aψ∗ + bψ∗ |ψ∗|2 +
1

2m∗

(
i~∇+

e∗

c
A

)2

ψ∗ = 0 (2.11)

Condition de bord :

(
i~∇ψ∗ +

e∗

c
Aψ∗

)
· n = 0 (2.12)

Plus précisément, il s'agit de l'équation conjuguée de l'équation de Ginzburg-Landau. La
condition de bord assure simplement que la composante du courant normale à la surface du
supraconducteur soit zéro, donc il n'y a aucun courant qui traverse la surface d'un supracon-
ducteur, ce qui est une hypothèse bien naturelle [26]. Bien entendu, on peut refaire le même
raisonnement avec ψ∗, et on trouve l'équation habituelle de Ginzburg-Landau :

aψ + bψ |ψ|2 +
1

2m∗

(
−i~∇+

e∗

c
A

)2

ψ = 0 (2.13)

En tenant compte du fait que B = ∇×A, nous remarquons que l'énergie libre de Gibbs est
aussi une fonctionnelle en A, nous pouvons donc aussi appliquer le principe variationnel par
rapport à A. L'annulation de la variation de G pour une variation de A nous donne :

δG = 0⇔ δ

∫
V

g(A,∇×A)dV = 0⇔
∫
V

(
∂g

∂A
δA +

∂g

∂(∇×A)
δ(∇×A)

)
dV = 0 (2.14)
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avec

g(A,∇×A) = a |ψ|2 +
b

2
|ψ|4 +

1

2m∗

∣∣∣∣−i~∇ψ +
e∗

c
Aψ

∣∣∣∣2 +
(∇×A)2

8π
(2.15)

En se limitant aux variations telles que δ(∇ × A) = ∇ × δA et en utilisant la relation
suivante :

∂g

∂(∇×A)
· (∇× δA) = δA ·

(
∇× ∂g

∂(∇×A)

)
−∇ ·

(
∂g

∂(∇×A)
× δA

)
(2.16)

l'intégrale prend la forme suivante :∫
V

(
∂g

∂A
δA + δA ·

(
∇× ∂g

∂(∇×A)

)
−∇ ·

(
∂g

∂(∇×A)
× δA

))
dV = 0 (2.17)

Encore une fois, nous pouvons utiliser le théorème de Gauss pour transformer l'intégrale sur
le volume du troisième terme en intégrale de surface :∫

V

∇ ·
(

∂g

∂(∇×A)
× δA

)
dV =

∫
S

n ·
(

∂g

∂(∇×A)
× δA

)
dS (2.18)

L'intégrale sur la surface vaut zéro puisque le champ magnétique y est �xé ; dès lors, nous
avons que δA|S = 0 [26]. En exigeant que (2.17) reste véri�ée pour toute variation de A,
nous trouvons l'équation suivante :

∂g

∂A
+

(
∇× ∂g

∂(∇×A)

)
= 0 (2.19)

En remplaçant g, nous trouvons la deuxième équation de Ginzburg-Landau :

J =
c

4π
∇× (∇×A) = − i~e

∗

2m∗
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− e∗2

m∗c
A |ψ|2 (2.20)

où J est la densité de courant donnée par l'équation de Maxwell : c/(4π)∇×B = J.
En ce qui concerne les paramètres a et b, on suppose que près de la température critique, ils
prennent les formes suivantes :

a(T ) ∝ (T − Tc) et b(T ) = b0 (2.21)

où b0 est une constante positive. Ainsi, a s'annule à la température critique et est négatif
en dessous. Si on trace l'énergie libre de Gibbs en fonction du paramètre d'ordre ψ, qu'on
peut prendre réel pour simpli�er les choses, on obtient deux courbes di�érentes selon que
la température est au-dessus ou en dessous de la température critique [28]. Pour T > Tc,
on obtient une solution stable à ψ = 0, ce qui signi�e que la phase désordonnée, donc à
haute symétrie, est la phase la plus stable. La phase désordonnée correspond à l'état normal,
puisqu'il n'y a pas de condensation et donc aucune corrélation entre les particules. Pour
T < Tc, on obtient deux solutions stables pour ψ, di�érentes de zéro. Ceci signi�e qu'en
dessous de la température critique, la phase ordonnée à basse symétrie est la plus stable. La
phase ordonnée correspond à l'état supraconducteur du matériau, puisqu'un condensat s'est
formé et les électrons sont donc parfaitement corrélés. Si on trace l'énergie libre de Gibbs
en fonction d'un paramètre d'ordre complexe, les courbes de la �gure 2.1 sont des surfaces,
ressemblant à un paraboloïde et un chapeau mexicain respectivement. Ce n'est pas vraiment
étonnant, puisque l'énergie libre de Gibbs peut être obtenue à partir du lagrangien que nous
avons introduit dans la première section du premier chapitre.
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Figure 2.1 � La courbe non-pointillée représente l'énergie libre de Gibbs en fonction du
paramètre d'ordre en dessous de la température critique. La courbe en pointillée donne
l'allure de l'énergie libre de Gibbs en fonction de ψ pour une température supérieure à la
température critique. Nous avons choisi ψ réel pour obtenir une courbe unidimensionnelle.

2.1.2 La théorie BCS

La théorie de Ginzburg-Landau permet de retrouver beaucoup de phénomènes liés à la
supraconductivité de façon quantitative. Néanmoins, la théorie n'explique pas les origines
microscopiques de la supraconductivité. En e�et, une explication à l'échelle microscopique
de la supraconductivité ne fut proposée que 46 ans après sa découverte, par Bardeen, Cooper
et Schrie�er en 1957 [22]. Le premier indice de l'origine microscopique de la supraconduc-
tivité fut donné par l'e�et isotopique. Il s'avérait que di�érents isotopes d'un même métal
supraconducteur avaient des températures critiques di�érentes, ce qui montre que non seule-
ment les électrons, mais aussi les ions ou le réseau ionique jouent un rôle important dans
l'apparition de la supraconductivité.
En général, les électrons interagissent par le potentiel de Coulomb de façon répulsive. Néan-
moins, lorsque les électrons ne sont pas isolés mais plongés dans un réseau d'ions positifs, la
répulsion de Coulomb est réduite. On dit que le potentiel de Coulomb est écranté. L'origine
physique de cet écrantage peut s'expliquer aisément dans le cas statique. Considérons un
électron immobile, entouré d'un réseau d'ions positifs. Les ions positifs vont être attirés vers
la charge négative de l'électron, et migrer vers celui-ci. L'électron se retrouve entouré d'un
nuage d'ions chargés positivement, ce qui réduit la charge e�ective négative de l'électron,
et par conséquent, la répulsion de Coulomb. La migration des ions est accompagnée d'une
distorsion du réseau ionique qu'on appelle un phonon. Cette situation peut être décrite de
façon mathématique en utilisant les équations classiques de Maxwell et l'approximation de
Thomas-Fermi, qui est valable pour des systèmes à basse température. En e�et, on peut
montrer [24] que la première équation de Maxwell, écrite sous la forme de Poisson, prend
alors la forme suivante :(

∇2 − 1

λ2

)
Φ(r) = −4πQδ(r) avec λ2 =

1

6π
· µ

n0e2
(2.22)

où λ est la longueur d'écrantage et Q la charge source créant le potentiel électrique Φ. La
solution de cette équation est connue et correspond au potentiel de Coulomb écranté [24] :

Φ(r) = −Q
r
e−r/λ (2.23)
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En présence d'ions chargés positivement, la répulsion Coulombienne entre électrons est donc
réduite exponentiellement avec la distance séparant les électrons.
Considérons maintenant le cas non-statique, dans lequel l'électron se déplace à vitesse �nie
dans un réseau ionique. Le traitement mathématique du cas non-statique est compliqué,
et nous n'allons pas le montrer dans ce travail. Le développement mathématique a été fait
par Fröhlich [29] ainsi que Bardeen, Cooper et Schrie�er [22], qui ont montré que dans le
cas non-statique, un terme supplémentaire apparaît dans le potentiel de Coulomb écranté.
Ce terme supplémentaire transforme l'interaction entre les électrons en une interaction at-
tractive, qui incite les électrons à former des paires d'électrons, appelées paires de Cooper.
L'origine physique de ce phénomène est liée à l'échange de phonons. Comme dans le cas
statique, l'électron en mouvement déforme le réseau ionique par interaction Coulombienne.
Néanmoins, comme les ions sont beaucoup plus lourds que les électrons, ils continuent leur
mouvement même après le passage de l'électron. La déformation maximale du réseau ionique
suit donc l'électron à une certaine distance. 1 L'électron d'impulsion initiale ki a donc créé
un phonon d'impulsion q en di�usant dans un état d'impulsion �nale kf : ki = q + kf . Le
phonon ou la déformation du réseau ionique correspond à une concentration de charges po-
sitives, qui peut être le centre d'attraction d'un deuxième électron. Le deuxième électron,
d'impulsion initiale pi, peut ainsi absorber le phonon d'impulsion q et di�user vers un état
d'impulsion �nale pf : pf = q + pi. La conservation de la quantité de mouvement donne
donc : ki+pi = kf +pf . Au �nal, nous avons donc une di�usion ou interaction e�ective entre
deux électrons via l'échange d'un phonon. Cette interaction indirecte provoque la formation
des paires de Cooper. Ces paires d'électrons donnent lieu au phénomène de supraconducti-
vité, et correspondent donc aux particules supraconductrices de Ginzburg-Landau. Ainsi, la
masse e�ective et la charge e�ective correspondent respectivement au double de la masse de
l'électron et au double de la charge électronique : m∗ = 2m et e∗ = 2e. Notons que l'idée que
les électrons peuvent former des états liés existait déjà avant la théorie BCS. En e�et, dès
1956, Cooper avait montré que même une interaction très faible entre deux électrons peut
conduire à la formation de paires d'électrons [31].
Pour que les électrons puissent di�user de leurs états initiaux ki et pi vers les états �naux kf
et pf , il faut que ces derniers soient libres. Dans l'espace réciproque, il faut donc que ces états
soient en-dehors de la sphère de Fermi. Comme l'interaction est attractive, la formation de
paires de Cooper est accompagnée d'un gain en énergie potentielle. Par contre, le système
doit payer une pénalité en énergie cinétique, puisque les paires de Cooper doivent occuper
des états en-dehors de la sphère de Fermi, c.à.d. des états d'énergie cinétique plus élevée que
les états d'électrons individuels. Si le gain en énergie potentielle est plus important que la
perte en énergie cinétique, alors il est énergétiquement favorable pour le système de former
un nombre maximal de paires de Cooper. En général, seulement les électrons dont l'énergie
ne di�ère pas plus que d'une quantité ~ωD de l'énergie des électrons sur la sphère de Fermi
peuvent former des paires de Cooper. En e�et, la fréquence de Debye ωD est la fréquence
maximale qu'un stimulus extérieur peut avoir tout en obtenant une réponse du réseau io-
nique. Si la fréquence de l'électron ne véri�e pas cette condition, alors les ions ne réagiront
pas au passage de celui-ci, et il n'y aura pas de création de phonons [26].
Comme les paires de Cooper sont des bosons, ils peuvent tous se placer dans un même
état, notamment dans l'état fondamental du système, et former un condensat similaire au
condensat de Bose-Einstein. On peut montrer [24, 26] que le premier état excité des paires de
Cooper consiste en des électrons non appariés, et que cet état est séparé de l'état fondamental
par un gap en énergie. Ceci signi�e que pour briser les paires de Cooper, il faut fournir une

1. En général, un électron accompagné d'un phonon est appelé un polaron [30].



CHAPITRE 2. APPLICATION À LA PHYSIQUE DE L'ÉTAT SOLIDE 22

certaine énergie. Nous allons voir plus tard que ces résultats su�sent pour expliquer certains
phénomènes, comme par exemple une conductivité électrique parfaite. Notons encore que,
pour réduire l'énergie de l'état fondamental au maximum, il faut que les paires de Cooper
soient constituées d'électrons ayant des impulsions et des spins de signes opposés [26].
Les paires de Cooper peuvent être décrites par des paires d'opérateurs électroniques. Pour
avoir une formation d'un condensat, il faut donc qu'une paire d'opérateurs d'annihilation
développe des valeurs moyennes dans le vide non nulles [32] :

〈0 |ak↑a−k↓| 0〉 6= 0 (2.24)

où a désigne un opérateur d'annihilation. Dès lors, il faut que les paires d'opérateurs d'an-
nihilation développent des valeurs moyennes dans le vide � anormales �, dans le sens que
traditionnellement, seul des paires formées d'un opérateur de création et d'un opérateur
d'annihilation peuvent développer des valeurs moyennes dans le vide non nulles. Ceci est lié
au fait que, contrairement à un matériau normal, où les phases des électrons sont distribuées
au hasard, dans un matériau supraconducteur, les électrons ont tous une même phase globale
puisqu'ils forment un condensat [28].

2.1.3 Brisure dynamique de la symétrie U(1) dans les supraconduc-
teurs

La théorie BCS et la théorie de Ginzburg-Landau permettent d'obtenir des résultats très
précis à partir de modèles approximatifs, ce qui est dû au fait que tous les modèles sont
basés sur la brisure spontanée de symétrie de l'électromagnétisme. En e�et, la plupart des
phénomènes liés à la supraconductivité sont indépendants du modèle considéré, on peut les
retrouver à partir de la seule hypothèse d'une brisure de symétrie. Dans le cas des supra-
conducteurs, la symétrie U(1) est brisée de façon dynamique, c.à.d. la particule qui brise la
symétrie est une particule composite et non pas une particule élémentaire. La particule en
question est composée de deux électrons d'impulsions et de spins opposés, il s'agit là d'une
paire de Cooper.
Comme la particule est composée de deux électrons de spins opposés, le spin total de la
particule vaut zéro. Dès lors, la paire de Cooper est une particule scalaire, et nous pouvons
utiliser le lagrangien d'un champ scalaire couplé à un champ électromagnétique pour briser
la symétrie. Le lagrangien le plus simple répondant aux critères requis a été introduit dans
la section (1.1). Pour prouver que le lagrangien (1.1) est approprié dans le cas des supra-
conducteurs, nous allons montrer que les termes décrivant les e�ets supraconducteurs dans
l'énergie libre de Gibbs donnée dans (2.1) peuvent être obtenus à partir du lagrangien (1.1).
Pour commencer, déterminons l'expression du courant à partir des équations de mouve-
ment pour le champ électromagnétique Aµ. Pour rappel, le lagrangien (1.1) est donné par
l'expression suivante :

L =(Dµφ)†(Dµφ)− µ2φ†φ− λ(φ†φ)2 − 1

4
FµνF

µν (2.25)

⇔L = (∂µ − ieQAµ)φ†(∂µ + ieQAµ)φ− V (φφ†)− 1

4
FµνF

µν (2.26)

⇔L = ∂µφ
†∂µφ+ ieQAµφ∂µφ

† − ieQAµφ†∂µφ+ (eQ)2AµA
µ|φ|2 − V (φφ†)− 1

4
FµνF

µν

(2.27)
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L'équation de mouvement pour le champ Aµ est donnée par :

∂µ

(
∂L

∂(∂µAν)

)
− ∂L

∂Aν
= 0 (2.28)

⇔− ∂µF µν − ieQφ∂νφ† + ieQφ†∂νφ− 2e2Q2Aν |φ|2 = 0 (2.29)

⇔− ∂µF µν = ieQφ∂νφ† − ieQφ†∂νφ+ 2e2Q2Aν |φ|2 ≡ Jν ≡ (ρ,J) (2.30)

où ρ est la densité de charge électrique et J la densité du courant électrique. A�n de faciliter
la manipulation du lagrangien, nous allons le séparer en un terme de Maxwell et un autre
terme :

L = |D0φ|2 − |Diφ|2 − V (φ†φ)− 1

4
FµνF

µν = |D0φ|2 − |Diφ|2 − V (φ†φ) + LMaxwell (2.31)

≡Lscalaire + LMaxwell (2.32)

Pour obtenir l'énergie de Gibbs de la théorie de Ginzburg-Landau, il faut déterminer le
hamiltonien du système qui est donné par la transformation de Legendre du lagrangien :

H = φ̇p+ φ̇†p† + Ȧµπ
µ − L (2.33)

avec πµ =
∂L

∂Ȧµ
, p =

∂L

∂φ̇
et p† =

∂L

∂φ̇†
(2.34)

où πµ, p et p† sont les impulsions conjuguées des variables canoniques Aµ, φ et φ† respecti-
vement. Un calcul direct donne π0 = 0 et πi = −F 0i. Développons d'abord la transformée
de Legendre du lagrangien de Maxwell :

Ȧµπ
µ − LMaxwell =− F 0i∂0Ai +

1

4
(F00F

00 + Fi0F
i0 + F0iF

0i + FijF
ij) (2.35)

=− F 0i(∂0Ai − ∂iA0 + ∂iA0)−
1

2
(F0i)

2 +
1

4
(Fij)

2 (2.36)

=− F 0iF0i − F 0i∂iA0 −
1

2
(F0i)

2 +
1

4
(Fij)

2 (2.37)

=(F0i)
2 − F 0i∂iA0︸ ︷︷ ︸

=∂i(F 0iA0)−A0J0

−1

2
(F0i)

2 +
1

4
(Fij)

2 (2.38)

Le remplacement du deuxième terme à la dernière ligne a été fait en utilisant l'équation
(2.30) : ∂µF µν = −Jν :

∂µF
µν = −Jν ⇔

(
∂0F

00 + ∂iF
i0

∂0F
0j + ∂iF

ij

)
= −Jν (2.39)

⇔
(

∂iF
i0

∂0F
0j + ∂iF

ij

)
= −Jν ⇔

(
−∂iF 0i

∂0F
0j + ∂iF

ij

)
= −Jν (2.40)

Par conséquent, ∂i(F
0iA0) = F 0i∂iA0 + A0∂iF

0i ⇔ F 0i∂iA0 = ∂i(F
0iA0)− A0J0 (2.41)

Concentrons-nous maintenant sur la transformation de Legendre de la partie scalaire du
lagrangien. Le seul terme qui va contribuer aux impulsions canoniques sera le terme en
|D0φ|2. Commençons par développer ce terme :

|D0φ|2 =((∂0 + ieQA0)φ)†(∂0 + ieQA0)φ (2.42)

=(∂0 − ieQA0)φ
†(∂0 + ieQA0)φ (2.43)

=
∣∣∣φ̇∣∣∣2 + ieQA0φ̇

†φ− ieQA0φ
†φ̇+ (eQA0)

2 |φ|2 (2.44)
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Les impulsions conjuguées p et p† sont donc données par :

p =
∂L

∂φ̇
= φ̇† − ieQA0φ

† = (D0φ)† et p† =
∂L

∂φ̇†
= φ̇+ ieQA0φ = D0φ (2.45)

La transformation de Legendre de la partie scalaire du lagrangien est alors donnée par :

φ̇p+ φ̇†p† − Lscalaire (2.46)

=
∣∣∣φ̇∣∣∣2 − ieQA0φ

†φ̇+
∣∣∣φ̇∣∣∣2 + ieQA0φ̇

†φ (2.47)

−
(∣∣∣φ̇∣∣∣2 + ieQA0φ̇

†φ− ieQA0φ
†φ̇+ (eQA0)

2 |φ|2 − |Diφ|2 − V (φ†φ)

)
(2.48)

=
∣∣∣φ̇∣∣∣2 − (eQA0)

2 |φ|2 + |Diφ|2 + V (φ†φ) (2.49)

La transformation de Legendre du lagrangien en entier (2.33) donne donc, en remplaçant le
courant J0 par son expression :

H =
1

2
(F0i)

2 +
1

4
(Fij)

2 − ∂i(F 0iA0) + A0J0 +
∣∣∣φ̇∣∣∣2 − (eQA0)

2 |φ|2 + |Diφ|2 + V (φ†φ)

(2.50)

⇔ H =
1

2
(F0i)

2 +
1

4
(Fij)

2 − ∂i(F 0iA0) + |D0φ|2 + |Diφ|2 + V (φ†φ) (2.51)

Notons que l'opérateur H désigne la densité hamiltonienne plutôt que le vrai hamiltonien.
Pour obtenir le hamiltonien, il su�t d'intégrer la densité hamiltonienne sur le volume du
système, ce qui fera disparaître le troisième terme. En e�et, le troisième terme est une
divergence qui peut donc être transformé en intégrale de surface en appliquant le théorème
de Gauss. Sur la surface du supraconducteur, le champ électromagnétique est constant, et
donc le facteur F 0i s'annule. En outre, dans la théorie de Ginzburg-Landau, on suppose
traditionnellement que les variations temporelles du paramètre d'ordre valent zéro, et que le
paramètre d'ordre dépend uniquement de sa position dans l'espace. Dans ce cas, du quatrième
terme dans le hamiltonien il ne reste que le terme (eQA0)2|φ|2. Finalement, en intégrant la
densité hamiltonienne H sur le volume du système et en remplaçant le potentiel V (φ†φ) par
son expression, on obtient :

H =

∫
V

((eQA0)
2 − µ2)︸ ︷︷ ︸

≡a

|φ|2 + λ︸︷︷︸
≡b/2

|φ|4 + |Diφ|2 +
1

2
(F0i)

2 +
1

4
(Fij)

2

 dx3 (2.52)

Cette expression correspond bien à l'énergie de Gibbs de la théorie de Ginzburg-Landau.
En e�et, le paramètre d'ordre ψ de la théorie de Ginzburg-Landau représente une fonction
d'onde d'une paire de Cooper, qui est une particule scalaire. Le paramètre d'ordre joue donc
bien le même rôle que le champ scalaire φ. Notons aussi que le lagrangien de départ a été
exprimé en unités naturelles, dans lesquelles ~ = c = 1, alors que l'énergie de Gibbs est
exprimé en unités cgs.
Pour rendre l'équivalence plus apparente, nous pouvons développer les termes en (F0i)

2 et
(Fij)

2. Nous avons :

(F0i)
2 = (∂0Ai − ∂iA0)

2 =

(
∂A

∂t
+∇A0

)2

= E2 (2.53)

(Fij)
2 = (∂iAj − ∂jAi)2 = 2(∇×A)2 = 2B2 (2.54)
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Le terme en (F0i)
2 = E2 n'est pas présent dans l'expression de l'énergie de Gibbs. Ceci est

dû au fait que nous avons couplé la particule scalaire φ à un champ électromagnétique, alors
qu'en théorie de supraconductivité, on plonge le supraconducteur dans un champ magnétique
seulement et on ne s'intéresse qu'au paramètre d'ordre ψ et au potentiel vecteur A. Comme
le champ électrique est indépendant du potentiel vecteur, nous pouvons intégrer le terme en
(F0i)

2 dans la constante G0.
Notons que nous avons calculé ici le hamiltonien, qui correspond en principe à l'énergie
interne U du système. Or, l'énergie de Gibbs correspond à une double transformation de
Legendre de l'énergie interne : G = U −TS+PV , où T est la température, P la pression, V
le volume et S l'entropie du système. Néanmoins, ni la pression ni le volume n'interviennent
dans les termes décrivant les e�ets supraconducteurs, ainsi cette partie de l'énergie de Gibbs
est équivalente à l'énergie libre F = U − TS. Le passage de l'énergie interne à l'énergie libre
se fait alors en admettant simplement que le coe�cient a est dépendant de la température.
Donc, il est justi�é d'identi�er le hamiltonien à la partie décrivant la supraconductivité de
l'énergie de Gibbs.
En plus, remarquons encore que, puisque φ représente une particule composée de deux élec-
trons, le coe�cient a et donc par conséquent le paramètre µ2 peuvent être interprétés comme
une constante de couplage entre les deux électrons, ou entre un électron et un phonon. En
général, la constante de couplage entre des particules dépend de la nature de l'interaction
régnant entre les particules en question. Ainsi, µ2 n'est plus un paramètre dont la valeur
doit être donnée à la main, mais bien une quantité dont la valeur peut être calculée à partir
de l'interaction existant entre les électrons formant la paire de Cooper. L'or par exemple,
est un bon conducteur électrique à température ambiante, ce qui signi�e que la constante de
couplage entre les électrons et les phonons est faible à température ambiante. Même à basse
température, la constante de couplage pour l'or reste faible. Par conséquent, l'or n'est pas un
matériau supraconducteur, puisqu'un couplage important entre les électrons et les phonons
est nécessaire pour la formation de paires de Cooper, qui briseraient alors la symétrie U(1)
et déclencheraient ainsi la supraconductivité. La quantité µ2 dépend donc de la dynamique
entre les électrons, et c'est pourquoi on parle d'une brisure dynamique de symétrie.

2.2 La quanti�cation du �ux magnétique

Dans cette section, nous allons présenter un phénomène très connu et caractéristique de
la supraconductivité, à savoir la quanti�cation du �ux magnétique passant par un trou du
supraconducteur. Nous allons d'abord établir cet e�et à partir de la théorie standard de
Ginzburg-Landau. Ensuite, nous allons montrer comment on peut obtenir le même résultat
à partir de la seule hypothèse d'une brisure de symétrie.
Historiquement, la quanti�cation du �ux fut prédite pour la première fois par F. London [28],
qui obtint néanmoins une valeur du quantum de �ux double de la valeur expérimentale trou-
vée plus tard. Cette erreur était simplement due au fait que London admettait que la charge
de la particule supraconductrice était égale à la charge de l'électron, alors qu'en réalité, elle
vaut deux fois la charge de l'électron, puisque la particule supraconducteur est constituée
de deux électrons [28]. Expérimentalement, la quanti�cation du �ux fut découverte en 1961
de façon presque simultanée à la fois aux Etats-Unis par B. Deaver et W. Fairbank [33] et
en Allemagne par R. Doll et M. Näbauer [34]. L'expérience consiste à prendre un cylindre
creux en matériau supraconducteur et à le placer dans un champ magnétique externe paral-
lèle à l'axe du cylindre, à une température supérieure à la température critique. Ensuite, on
diminue la température en dessous de la température critique, a�n que le matériau devienne
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supraconducteur. Le champ magnétique est alors expulsé en dehors du matériau à cause de
l'e�et Meissner 2, mais à l'intérieur du trou, où il n'y a pas de matériau supraconducteur, le
champ magnétique reste piégé. Ce �ux magnétique est créé par le courant supraconducteur
qui circule à la surface interne du trou. Un phénomène intéressant se produit alors : le �ux
magnétique doit prendre des valeurs discrètes et non pas des valeurs continues, on dit qu'il
est quanti�é.
L'origine physique de la quanti�cation du �ux magnétique est de même nature que la quan-
ti�cation des orbites électroniques dans un atome. En e�et, les fonctions d'onde des électrons
circulant à la surface du trou le long d'un chemin fermé doivent contenir un nombre entier
de longueurs d'onde [26].

2.2.1 Méthode de Ginzburg-Landau

Dans un supraconducteur simplement connexe, comme par exemple un cylindre plein,
le paramètre d'ordre et la phase sont des fonctions, c.à.d. à un point de l'espace x doit
correspondre au plus une valeur ψ(x) respectivement φ(x). Dans notre cas, nous avons un
cylindre creux, ce qui correspond à un supraconducteur à connexions multiples. Dans un
tel supraconducteur, le paramètre d'ordre reste une fonction, mais la phase devient une
application à valeurs multiples. Dès lors, la variation de la phase le long d'un contour fermé
doit correspondre à un multiple entier du facteur 2π, ce qui nous donne :∮

∇θ · dl = n2π (2.55)

où n est un nombre entier.
Le paramètre d'ordre est un scalaire complexe, nous pouvons donc l'écrire sous forme polaire
en fonction d'un module et d'une phase [24] :

ψ(x) = |ψ(x)| eiθ(x) ⇔ ∇ψ = ∇(|ψ| eiθ) = iψ∇θ + eiθ∇ |ψ| (2.56)

En insérant l'expression polaire de ψ dans la deuxième équation de Ginzburg-Landau (2.20),
nous obtenons l'expression suivante pour le courant et le gradient de la phase θ :

J =
~e∗

m∗
|ψ|2∇θ − e∗2

cm∗
|ψ|2 A⇔ ∇θ =

m∗

~e∗ |ψ|2
J +

e∗

~c
A (2.57)

En insérant l'expression du gradient de θ dans la condition (2.55), nous obtenons :

m∗

~e∗

∮
J

|ψ|2
· dl +

e∗

~c

∮
A · dl = 2nπ (2.58)

En outre, on peut transformer l'intégrale curviligne de A en intégrale de surface par le
théorème de Stokes, ce qui nous donne le �ux magnétique φ [24] :∮

A · dl =

∫
B · dS = φ (2.59)

En insérant l'expression (2.59) dans l'équation (2.58), nous trouvons :

m∗c

e∗2

∮
J

|ψ|2
· dl + φ = nφ0 (2.60)

2. Voir la section 2.5.
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où la quantité φ0 = hc
e∗

est appelé un �uxoid, introduit par London. Si les parois du cylindre
sont épaisses, alors on peut choisir un contour à l'intérieur du matériau, loin du trou, sur
lequel le courant produisant le �ux est nul : J = 0. Dans ce cas, la quanti�cation du �uxoid
correspond à la quanti�cation du �ux magnétique [24] :

φ = nφ0 (2.61)

Le courant J est nul si le contour encercle le trou sur une distance supérieure à la longueur

de pénétration λ, donnée par [26] :

λ2 =
m∗c2b

4πe∗2 |a|
(2.62)

2.2.2 Méthode de la brisure dynamique de symétrie

Considérons la transformation de phase U(1) suivante :

ψ(x)→ e
iqα(x)

~ ψ(x) (2.63)

où q est la charge du champ ψ. On suppose que cette charge q est un multiple entier de
la charge électronique −e. Admettons que la symétrie U(1) soit brisée par l'apparition d'un
condensat formé de paires de Cooper, représentées par deux opérateurs d'annihilation d'élec-
trons, comme nous l'avons vu à la �n de la section 2.2. La brisure de symétrie est donc due au
développement d'une valeur moyenne dans le vide non nulle de ces opérateurs d'annihilation :

< 0 |ψAψB| 0 >6= 0 (2.64)

La particule décrite par ψAψB est une particule scalaire complexe, qu'on peut donc écrire
sous forme de deux champs réels (ψAψB)1 et (ψAψB)2 :

ψAψB = (ψAψB)1 + i(ψAψB)2 (2.65)

Pour que la brisure de symétrie ait lieu, il faut que l'état fondamental soit non-invariant
sous la transformation (2.63), ce qui est le cas sauf pour les transformations avec α = 0
et α = π~/e. La première transformation correspond bien sûr à la transformation identité
tandis que la deuxième correspond à un changement de signe. Tout état formé par un nombre
pair d'opérateurs de champ ψ est invariant sous cette dernière. Par conséquent, le groupe
U(1) est brisé en un sous-groupe Z2 dont les deux transformations laissent l'état fondamental
invariant. Selon le théorème de Goldstone, la brisure de symétrie entraine l'apparition d'un
boson de Goldstone φ. Anderson [2, 1] a suggéré que cette particule de Goldstone se combine
aux photons du champ électromagnétique, qui devient alors massif. Or, un champ massif a
une portée �nie. Ainsi, à l'intérieur du supraconducteur, le champ électromagnétique est
transformé en un champ de courte portée, ce qui va conduire à l'e�et Meissner 3.
Comme nous l'avons fait dans (1.24) ou dans (1.40), nous pouvons paramétriser le champ ψ
sous la forme polaire suivante [23] :

ψ(x) ≡ exp (iqφ(x)/~)ψ̃(x) (2.66)

où φ est le boson de Goldstone et ψ̃ un champ électronique réel et invariant de jauge. Sous
cette forme, il est clair que la loi de transformation du boson de Goldstone φ sous (2.63)
s'écrit :

φ(x)→ φ(x) + α(x) (2.67)

3. Voir la section 2.5.2.
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Comme nous l'avons vu au premier chapitre, ce boson de Goldstone vient de la particule
qui brise la symétrie ; il correspond e�ectivement à la phase ou la composante imaginaire du
champ qui brise la symétrie. Dès lors, nous avons :

φ ∼ (ψAψB)2 (2.68)

Composé de deux opérateurs ψ, le boson de Goldstone doit être invariant sous la transfor-
mation Z2, ce qui nous oblige à identi�er φ et φ+ π~/e [14] :

φ(x) ≡ φ(x) + π~/e (2.69)

Ceci signi�e qu'à un point de l'espace x, on peut associer plusieurs valeurs équivalentes, sous
la condition que l'espace en question ne soit pas simplement connexe.
Considérons maintenant encore une fois un cylindre creux dont les parois sont plus épaisses
que la longueur de pénétration λ. Prenons un contour à l'intérieur du matériau supracon-
ducteur, encerclant le trou. Sur ce contour, la quantité B = ∇φ−A s'annule. Il s'agit là de
l'e�et Meissner que nous allons démontrer dans la section suivante. Dès lors, la variation de
φ le long du contour est donnée par [23] :

δφ =

∮
∇φ · dl =

∮
A · dl Stokes=

∫
(∇×A) · dS = Φ (2.70)

où Φ représente le �ux magnétique. Lorsqu'on fait varier φ le long d'un chemin fermé, il
faut que la valeur de φ(x) au point de départ soit équivalente à sa valeur au point d'arrivée,
puisque ces deux points coincident pour un contour fermé. Comme nous l'avons vu en (2.69),
la brisure de U(1) en Z2 impose que les valeurs de φ augmentées d'un multiple entier du
facteur π~

e
sont équivalentes. Dès lors, la variation de φ le long du contour doit être un

multiple de π~
e
, ce qui entraîne la quanti�cation du �ux magnétique :

δφ = Φ =
nπ~
e

(2.71)

où n est un entier. Notons qu'on n'aurait pas pu faire le même raisonnement pour un su-
praconducteur simplement connexe, comme par exemple un cylindre plein. En e�et, dans un
tel supraconducteur, le boson de Goldstone φ ne joue aucun rôle puisqu'on peut toujours
l'éliminer en se plaçant dans la jauge unitaire en choisissant α(x) = −φ(x). Dans un cylindre
creux, φ(x) devient une application à valeurs multiples alors que la fonction α(x) reste une
fonction à valeurs uniques, et donc on ne peut plus trouver une fonction α(x) annulant toutes
les valeurs équivalentes de φ(x) [23].
Le raisonnement exposé ici est fondamentalement di�érent du raisonnement donné dans la
section précédente. En e�et, dans la théorie de Ginzburg-Landau, on impose que le paramètre
d'ordre reste une application à valeurs uniques même dans un espace à connexions multiples.
Il en découle que les valeurs équivalentes de la phase φ doivent être des multiples de 2π. Dans
le cas de la brisure de symétrie, les valeurs équivalentes de φ sont données par des multiples
de π~

e
, simplement à cause du fait que la symétrie U(1) est brisée en un sous-groupe Z2. La

quanti�cation du �ux découle donc d'une manière très naturelle de l'hypothèse d'une brisure
de symétrie.

2.3 L'e�et Meissner

Pendant vingt-deux ans après la découverte de la supraconductivité, jusqu'en 1933, les
scienti�ques croyaient que les supraconducteurs étaient simplement des conducteurs parfaits,
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c.à.d. des métaux présentant une résistance zéro au passage du courant électrique. La dé-
couverte de l'e�et Meissner en 1933 par W. Meissner et R. Ochsenfeld [20] montra que les
supraconducteurs possèdent des propriétés bien plus exotiques qu'une simple conductivité
parfaite. En e�et, des phénomènes magnétiques surprenants ont lieu si on plonge un supra-
conducteur dans un champ magnétique externe.
Supposons qu'un matériau supraconducteur soit refroidi en dessous de la température cri-
tique, en absence d'un champ magnétique externe. Une fois en dessous de la température
critique, on établit le champ magnétique externe, qui cherche à pénétrer dans le matériau.
Suivant la loi de Lenz, le matériau s'oppose à ce changement de l'environnement en pro-
duisant son propre champ magnétique, créé par des courants induits, qui vient s'opposer au
champ magnétique externe. Comme le conducteur est parfait, les deux champs vont s'an-
nuler exactement, et le champ magnétique à l'intérieur du matériau reste donc zéro. On
peut retrouver ce résultat aisément en se servant des équations classiques de Maxwell. Tout
changement du champ magnétique B induit un champ électrique E selon la loi de Maxwell
[26] :

∇× E = −1

c

∂B

∂t
(2.72)

D'autre part, le champ électrique E est donné par : E = RJ, où R est la résistance électrique
et J la densité de courant électrique. Comme la résistance est zéro pour un conducteur par-
fait, nous avons que le champ électrique est zéro aussi, par conséquent, le champ magnétique
B doit être constant. Avant d'appliquer le champ externe, le champ magnétique à l'intérieur
du matériau était nul, et comme il doit être constant, il reste nul aussi après avoir appliqué
le champ magnétique externe. On peut interpréter ce phénomène en admettant que le temps
de pénétration du champ magnétique externe dans le matériau est in�ni. Dès lors, le fait
que B = 0 à l'intérieur du matériau est parfaitement compréhensible si on refroidit d'abord
le matériau et si on applique ensuite seulement le champ externe [26].
Supposons maintenant qu'on e�ectue l'opération inverse, en appliquant d'abord le champ
magnétique avant de refroidir le système. Lorsque le matériau se trouve à une température
supérieure à la température critique, la résistance du matériau est non nulle et par consé-
quent, le champ magnétique externe entre dans le matériau. En dessous de la température
critique, la résistance devient zéro, le champ magnétique devient constant, et puisqu'il était
di�érent de zéro au début de l'expérience, il devrait le rester en dessous de Tc. Ainsi, le champ
magnétique devrait rester piégé à l'intérieur du matériau. Or, l'expérience de Meissner et
Ochsenfeld a montré que le champ magnétique est toujours expulsé en dehors du matériau,
indépendamment du chemin suivi. C'est l'e�et de Meissner-Ochsenfeld [26].

2.3.1 Méthode de Ginzburg-Landau

Dans l'équation (2.62), nous avons introduit une nouvelle grandeur appelée longueur de
pénétration de London. La longueur de pénétration donne le comportement du champ ma-
gnétique à l'intérieur du supraconducteur lorsqu'un champ magnétique externe uniforme est
appliqué au matériau. Nous allons en e�et voir que le champ magnétique interne décroît
de façon exponentielle avec la distance de pénétration x. C'est l'e�et Meissner. Une autre
grandeur caractéristique de la théorie de Landau-Ginzburg est la longueur de cohérence, qui
décrit la variation du paramètre d'ordre en fonction de la distance à l'intérieur du supracon-
ducteur. Son expression est donnée par [26] :

ξ2 =
~2

4m |a|
(2.73)
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On peut montrer [24] que le paramètre d'ordre ψ atteint une valeur asymptotique ψ∞ indé-
pendante de x à l'intérieur du supraconducteur. En e�et, l'évolution du paramètre d'ordre
à l'intérieur du matériau est gouvernée par l'équation suivante :

ψ = ψ∞ tanh
x√
2ξ

avec ψ∞ =

√
|a|
b

(2.74)

Nous avons donc ψ → 0 quand x→ 0 et ψ → ψ∞ quand x→∞. Le paramètre ξ est donc la
longueur sur laquelle le paramètre d'ordre peut varier de façon signi�cative à l'intérieur du
supraconducteur. L'évolution du paramètre d'ordre à l'intérieur du matériau est représentée
sur la �gure 2.2.
Etablissons maintenant le comportement du champ magnétique à l'intérieur du supracon-

Figure 2.2 � Le paramètre d'ordre ψ tend vers une valeur asymptotique à l'intérieur du
supraconducteur [24].

ducteur. Supposons que nous ayons un supraconducteur occupant le demi-espace x > 0,
et appliquons un champ magnétique externe uniforme B0 dans la direction z. Nous nous
plaçons dans la jauge de Coulomb, encore appelée jauge de London-Landau : ∇ · A = 0.
En tenant compte de la symétrie du système, un potentiel vecteur externe satisfaisant aux
équations de Maxwell et aux conditions de bord est donné par un champ rotationnel [24] :

A = Ay(x)ey avec Ay(x) = xB0 + A0 pour x < 0 (2.75)

où A0 = Ay(0). Pour évaluer les équations (2.58) nous allons choisir un contour rectangulaire,
fermé en x = x0 et x1 → ∞ comme indiqué sur la �gure 2.3. La longueur L est arbitraire.

Figure 2.3 � Intégration curviligne à l'intérieur du supraconducteur [24].

Comme A est dirigé selon la direction y, les chemins horizontaux ne contribuent pas à
l'intégrale curviligne sur le contour rectangulaire. Il en va de même pour le courant J. En e�et,
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les conditions de bord assurent qu'aucun courant ne traverse la surface du supraconducteur,
donc nous avons Jx = 0. Si on fait tendre x1 vers l'in�ni, les contributions verticales du
chemin en x1 aux intégrales curvilignes sont zéros aussi, car le potentiel vecteur et le courant
sont nuls loin à l'intérieur du supraconducteur. Dès lors, seulement le chemin vertical en
x0 donne une contribution non nulle aux intégrales curvilignes. En évaluant ces dernières,
l'équation (2.58) prend la forme [24] :

L

(
cm∗Jy(x0)

e∗2 |ψ(x0)|2
+ Ay(x0)

)
= nφ0 (2.76)

La longueur L est arbitraire et peut prendre des valeurs continues. Par contre, n ne peut
prendre que des valeurs discrets. Comme l'équation doit être véri�ée pour toute valeur de L,
il faut que n = 0. En outre, l'équation (2.76) doit être satisfaite pour tout choix de x0, nous
pouvons donc la réécrire sous la forme suivante [24] :

Jy(x) = −e
∗2 |ψ(x)|2

cm∗
Ay(x) (2.77)

En tenant compte du fait que J = c/(4π)∇× (∇×A), cette dernière équation devient :

d2

dx2
Ay(x) =

e∗2 |ψ(x)|2

cm∗
Ay(x) (2.78)

Nous allons résoudre cette équation d'abord pour le cas profondément à l'intérieur du su-
praconducteur, c.à.d. pour x >> ξ. Ainsi, le paramètre d'ordre atteint sa valeur limite,
indépendante de la position x. Nous pouvons réécrire l'équation sous la forme suivante [24] :

d2

dx2
Ay(x) =

Ay(x)

λ2
avec λ2 =

cm∗

e∗2 |ψ∞|2
(2.79)

La solution de cette équation est une simple exponentielle donnée par :

Ay(x) = A0 exp(−x/λ) x > 0 (2.80)

Plus près du bord du supraconducteur, en 0 < x << ξ, la valeur du paramètre d'ordre ψ
est plus petite que sa valeur asymptotique ψ∞. On peut le voir en développant la fonction
tangente hyperbolique (2.74) en série de Taylor [24] :

ψ(x) ≈ ψ∞
x√
2ξ

0 < x << ξ (2.81)

La longueur de pénétration du champ A est donc supérieure à la longueur de pénétration
de London λ. Dès lors, la décroissance exponentielle du champ A est plus lente près du
bord du supraconducteur, sur une distance donnée par ξ. Pour trouver l'évolution du champ
magnétique à l'intérieur du supraconducteur, il su�t de prendre le rotationnel de A, ce qui
nous donne :

Bz(x) = B0 x < 0 (2.82)

Bz(x) =
−A0

λ
exp(−x/λ) = B0 exp(−x/λ) ξ < x <∞ (2.83)

A l'intérieur du supraconducteur, le champ magnétique décroît donc bien de façon expo-
nentielle, ce qui correspond à l'e�et Meissner. L'évolution du potentiel vecteur et du champ
magnétique est représentée sur la �gure 2.4.
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Figure 2.4 � La �gure de gauche représente l'évolution du potentiel vecteur avec x à l'in-
térieur du supraconducteur. La �gure de droite reprend l'évolution du champ magnétique.
Cette �gure a été extraite et adaptée à partir de la référence [24].

2.3.2 Méthode de la brisure dynamique de symétrie

Nous avons montré que le lagrangien que nous avons présenté dans la section (1.1) est
bien adapté pour décrire le système formé d'un supraconducteur couplé à un champ électro-
magnétique. Dès lors, tous les résultats que nous avons obtenus dans la section (1.1) restent
valable pour la description des supraconducteurs. L'obtention de l'e�et Meissner est alors
immédiate. En e�et, nous avons vu dans la section (1.1) que le boson de Goldstone appa-
raissant suite à la brisure de symétrie s'unit au photon du champ électromagnétique pour
former une particule massive appelé photon massif. Pour rappel, son expression est de la
forme (1.28) : Ãµ = Aµ−∂µξ, où Aµ est le photon non massif et ξ est le boson de Goldstone.
Dès lors, le champ électromagnétique obéit maintenant à l'équation de Proca, qui décrit le
comportement d'un champ vectoriel massif de spin 1 et de masse m. La première équation de
Ginzburg-Landau peut être obtenue à partir du lagrangien (1.1) en calculant les équations
de mouvement pour le champ φ ou φ†. La deuxième équation de Ginzburg-Landau, qui mène
à l'équation de Proca, peut être obtenue à partir de l'équation de mouvement pour le champ
Aµ. Pour rappel, le lagrangien (1.1) de la symétrie électromagnétique est donné par :

L = (Dµφ)†(Dµφ)− V (φ†φ)− 1

4
FµνF

µν (2.84)

⇔L = (∂µ − ieQAµ)φ†(∂µ + ieQAµ)φ− V (φ†φ)− 1

4
FµνF

µν (2.85)

⇔L = ∂µφ
†∂µφ+ ieQAµφ∂µφ

† − ieQAµφ†∂µφ+ (eQ)2AµA
µ|φ|2 − V (φ†φ)− 1

4
FµνF

µν

(2.86)

La jauge unitaire est donnée par :

φ(x) =
H(x) + v√

2
et Ãµ = Aµ +

1

eQv
∂µξ (2.87)

Dans cette jauge, le lagrangien prend la forme suivante :

1

2
∂µH∂

µH +
1

2
(eQ)2ÃµÃ

µ(H + v)2 − V (H)− 1

4
F̃µνF̃

µν (2.88)
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Etablissons maintenant les équations de mouvement pour le champ massif Ãµ. Nous avons :

∂µ

(
∂L

∂(∂µÃν)

)
− ∂L

∂Ãν
= 0 (2.89)

⇔− ∂µF̃ µν = (eQ)2Ãν(H + v)2 (2.90)

Dans le cadre de la brisure spontanée de symétrie, v correspond à la valeur moyenne du
champ de Cooper dans l'état fondamental et H représente une petite perturbation. Si nous
négligeons H devant v et si nous posons m = eQv, alors l'équation de mouvement devient :

−∂µF̃ µν = m2Ãν (2.91)

Cette équation est appelée équation de Proca. Elle décrit l'évolution d'un champ vectoriel
massif libre de spin égal à un. L'équation de Proca peut être résolue en utilisant la contrainte
suivante : ∂µÃµ = 0. L'équation se simpli�e alors à l'expression suivante :

(∂µ∂
µ +m2)Ãν = 0 (2.92)

Comme en plus nous considérons des champs indépendants du temps, l'équation de Proca
devient :

(∂µ∂
µ +m2)Ãν = 0 (2.93)

⇔(
∂2

∂t2
−∇2 +m2)Ã(x, t) = 0 (2.94)

⇔(−∇2 +m2)Ã(x) = 0 (2.95)

Cette équation possède la même forme que l'équation de Poisson écrantée que nous avons
déjà rencontrée dans la section (2.2), sauf que le membre de droite est zéro, ce qui sim-
pli�e la résolution de l'équation. En e�et, la solution est bien sûr une simple décroissance
exponentielle du champ électromagnétique massif :

Ã(x) = Ã0e
−mx (2.96)

Nous avons donc bien retrouvé la décroissance typique de l'e�et Meissner. Nous pouvons
identi�er la masse du photon massif à l'inverse de la longueur de pénétration de London :
m = 1/λ. En e�et, la longueur de pénétration de London peut être interprétée comme la
longueur d'onde du photon massif.
Dans le raisonnement précédent, on pourrait avoir l'impression que la jauge a été �xée deux
fois : d'abord la jauge unitaire a été choisie et ensuite la jauge de Lorentz a été ajoutée.
Or, tel n'est pas le cas. En e�et, la condition de Lorentz est une conséquence directe de la
jauge unitaire. La condition de Lorentz correspond en fait à l'équation de mouvement pour
le boson de Goldstone. En e�et, les équations de mouvement pour le boson de Goldstone ξ
peuvent être obtenues directement à partir du lagrangien (2.88) :

∂µ

(
∂L

∂(∂µξ)

)
− ∂L

∂ξ
= 0 (2.97)

⇔∂µ
(
Aµ +

1

eQv
∂µξ

)
(H + v)2 = ∂µÃµ(H + v)2 = 0 (2.98)

En général, lorsqu'on néglige la perturbation H, on suppose qu'on peut négliger sa dérivée
aussi. Ainsi, nous avons négligé ∂νH pour obtenir la dernière égalité. Ajoutons encore une
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remarque concernant la validité de l'équation de Proca pour décrire la supraconductivité.
L'équation de Proca que nous avons trouvée décrit le comportement d'un champ vectoriel
massif libre, puisqu'aucune source n'y apparaît. Or, à priori, le champ pris en considération
ici n'est pas libre, mais couplé à un supraconducteur. Néanmoins, l'équation de Proca reste
valable. Pour le comprendre, nous allons décrire ce qui se passe quand le champ magnétique
cherche à entrer dans le matériau supraconducteur. Dans un matériau non-supraconducteur,
les électrons sont décrits par des fonctions d'ondes qui se di�érentient les unes des autres par
leur phase. Les phases des électrons sont distribuées de manière aléatoire. Dans un supra-
conducteur, les paires de Cooper se placent toutes dans un même état, l'état fondamental,
et sont par conséquent décrites par une seule fonction d'onde avec une seule phase. La phase
du supraconducteur est donc �xée et donne une direction privilégiée à l'espace d'Hilbert. Par
contre, le champ électromagnétique libre et sans masse peut être exprimé dans di�érentes
jauges faisant intervenir di�érentes phases. Néanmoins, quand il cherche à entrer dans le
matériau supraconducteur, il doit y avoir une adaption entre la phase du champ électro-
magnétique et la phase du supraconducteur. Le supraconducteur résiste à tout changement
apporté par le champ magnétique extérieur en produisant un courant proportionnel au gra-
dient de la phase. Ce courant est donné par la deuxième équation de Ginzburg-Landau [30].
Le champ électromagnétique �nit par être forcé dans une jauge particulière imposée par le
supraconducteur : Ãµ = Aµ − ∂µξ. On parle alors de la brisure de la symétrie de jauge.
Le champ massif Ãµ contient donc de façon implicite l'information sur la phase du supra-
conducteur. L'interaction ou l'échange d'information entre le champ électromagnétique et le
supraconducteur est donc inscrite dans le champ massif, qu'on peut par conséquent inter-
préter comme étant découplé du supraconducteur [35]. Ainsi, le champ massif se comporte
donc bien comme un champ libre et obéit dès lors à l'équation de Proca.

2.4 Conductivité in�nie

En 1911, Kamerlingh Onnes [17, 18, 19] observa qu'en dessous d'une température cri-
tique dépendant du matériau, certains métaux présentent une résistance nulle au passage du
courant électrique. D'où la désignation de ces métaux par le nom de � supraconducteurs �.
Les supraconducteurs ont e�ectivement des résistivités très faibles, de l'ordre de 10−24Ωcm,
alors que des métaux normaux, comme par exemple le cuivre, ont des résistivités de l'ordre
de 10−9Ωcm à 4.2K [26]. Si la résistance est faible, alors son inverse, la conductivité, est
élevée. En e�et, on a pu générer des courants circulant dans des anneaux supraconducteurs
pendant une année sans qu'aucune décroissance détectable ne se soit manifestée. En utilisant
des techniques de résonance nucléaire, on a pu mesurer de légers changements qui montrent
que le temps caractéristique de désintégration du courant est d'au moins 105 ans. Sous cer-
taines conditions, on peut même montrer que la génération de courants qui ne changent pas
pendant 101010

ans est possible [28].

2.4.1 Modèle de la théorie BCS

Dans cette section, nous allons montrer que la conductivité électrique in�nie des su-
praconducteurs découle de l'existence du gap en énergie ∆ séparant l'état fondamental du
premier état excité. Supposons d'abord que nous disposions d'un métal normal non supra-
conducteur à une température nulle. Dans l'espace réciproque, tous les états à l'intérieur de
la sphère de Fermi sont occupés, tandis que les états à l'extérieur sont libres. Si on applique
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maintenant un champ électrique externe selon l'axe x par exemple, les électrons sont accé-
lérés dans cette direction et il y a apparition d'un courant électrique parcourant le métal.
Dans l'espace réciproque, l'accélération des électrons se traduit par un déplacement de la
sphère de Fermi, à vitesse constante, le long de l'axe kx. Cependant, dans l'espace direct, les
électrons ne sont pas accélérés in�niment, ils �nissent par di�user sur des impuretés ou des
défauts cristallins. Dans l'espace réciproque, la sphère de Fermi atteint alors une position
d'équilibre où elle reste stationnaire en moyenne. Dès lors, l'apparition d'un courant dans
l'espace direct provoque dans l'espace réciproque simplement un déplacement par rapport à
l'origine de la sphère de Fermi [26].
Considérons maintenant un matériau supraconducteur, toujours à une température nulle.
Les paires de Cooper 4 sont constituées de deux fermions, ils forment par conséquent des bo-
sons. Contrairement aux fermions, les bosons peuvent se placer dans un même état et former
un condensat, caractérisé par un vecteur d'onde K. Si tous les paires de Cooper ont la même
impulsion K, un courant va apparaître, par exemple dans la direction de l'axe x. Cette si-
tuation est défavorable d'un point de vue énergétique, mais elle peut quand même se réaliser
sous la forme d'un état metastable, qui peut avoir un temps de vie très long, supérieur même
à l'âge de l'Univers. Dans l'espace réciproque, cette situation se traduit par un déplacement
de la sphère de Fermi �oue d'une distance de K/2 le long de l'axe kx. Considérons une paire
de Cooper (1, 2), constituée de deux électrons avec des vecteurs d'onde de signes opposés,
comme indiqué sur la �gure 2.5. L'électron 1 avec l'impulsion (kF + K/2, 0, 0) possède une

Figure 2.5 � La �gure montre l'occupation des états électroniques dans l'espace réciproque
d'un supraconducteur parcouru par un courant. Sous l'e�et du courant, la sphère de Fermi
�oue est déplacé d'une longueur K/2 sur l'axe kx [26].

énergie relativement élevée égale à (~2/2m)(kF + K/2)2. Cet électron pourrait réduire son
énergie de façon considérable s'il béné�ciait d'une transition lui permettant d'aller occuper
un état libre près de l'électron 2. La réduction en énergie pour l'électron 1 serait donnée par
la valeur suivante [26] :

~2

2m

(
kF +

K

2

)2

− ~2

2m

(
kF −

K

2

)2

=
~2

m
kFK (2.99)

Or, une telle transition correspond à une brisure de la paire de Cooper, qui est accompagnée
par une augmentation de l'énergie du système d'une quantité 2∆, où ∆ est le gap en énergie.
Par conséquent, pour des courants faibles, donc des valeurs de K faibles, la réduction en

4. Les paires de Cooper se forment par échange de phonons. Or, à température nulle, il n'y a pas de
phonons en principe. Néanmoins, grâce à la relation d'incertitude de Heisenberg, un phonon peut exister
pendant un intervalle de temps très court.
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énergie ~2

m
kFK ne compense pas l'augmentation en énergie 2∆, et les paires de Cooper ne

sont donc pas brisées. Dès lors, la di�usion d'une paire de Cooper par une impureté ou un
défaut n'est pas possible, puisque cela impliquerait la brisure de la paire. Il n'y aura donc
pas de dissipation d'énergie par di�usion sur les impuretés, et le courant va donc continuer à
circuler aussi longtemps qu'il restera sous une certaine valeur critique. S'il dépasse la valeur
critique, il devient énergétiquement favorable de briser les paires de Cooper, et le courant
dû aux paires va disparaître [26].

2.4.2 Méthode de la brisure dynamique de symétrie

Pour étudier la conductivité, nous allons considérer des champs dépendant du temps,
c.à.d. φ̇ 6= 0. En e�et, la situation statique ne permet pas d'expliquer une conductivité
in�nie, contrairement à ce que nous avons vu pour l'e�et Meissner. Plaçons-nous encore une
fois dans la jauge unitaire :

φ→ φ̃ =
H + v√

2
et Aµ → Ãµ = Aµ +

1

eQv
∂µξ (2.100)

où φ̃ est réel φ̃ = φ̃† et ξ est le boson de Goldstone. Le lagrangien (1.1) devient alors :

∂µφ̃∂
µφ̃+ (eQ)2

(
Aµ +

1

eQv
∂µξ

)(
Aµ +

1

eQv
∂µξ

)
φ̃2 − V (φ̃2)− 1

4
FµνF

µν (2.101)

L'équation (2.30) nous dit que le courant Jµ est donné par la variation du lagrangien par
rapport à Aµ. Or, nous voyons dans l'expression ci-dessus que dériver par rapport à Aµ
revient à dériver par rapport à ∂µξ, à un facteur eQv près. Nous avons donc :

Jµ =
δL

δAµ
= eQv

δL

δ(∂µξ)
= 2(eQ)2

(
Aµ +

1

eQv
∂µξ

)
φ̃2 (2.102)

En ne prenant que la composante temporelle, nous obtenons :

ε(x) =
δL

δA0

= eQv
δL

δξ̇(x)
(2.103)

où ε est la densité de charge électrique. La densité de charge électrique ε et le mode de
Goldstone ξ sont donc des variables canoniques conjuguées. Dans le formalisme hamiltonien,
le hamiltonien, donné par une transformation de Legendre du lagrangien selon H = εξ̇ − L,
dépend dès lors de ξ et de ε plutôt que de ξ et de ξ̇. La première équation d'Hamilton s'écrit
alors [23] :

ξ̇(x) =
δH

δ(ε(x))
(2.104)

La tension est donnée par la variation en énergie provoquée par une variation de la charge :

V (x) ≡ δH

δε(x)
(2.105)

En identi�ant les relations (2.104) et (2.105), nous trouvons la dépendance en temps du
boson de Goldstone :

ξ̇(x) = V (x) (2.106)
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Rappelons maintenant que le courant électrique est relié au boson de Goldstone via la relation
(2.102) :

J =
δL

δA(x)
= eQv

δL

δ∇ξ(x)
(2.107)

Ainsi, si le courant électrique dans un �l supraconducteur est indépendant du temps, le
mode de Goldstone est indépendant du temps aussi, puisque son gradient l'est. Dans ce cas,
la formule (2.106) nous dit que la tension entre les bornes du �l supraconducteur est zéro.
Nous avons donc un �l parcouru par un courant constant dans le temps avec une tension
zéro aux bornes, ce qui correspond exactement à une conductivité in�nie [23]. Notons que le
raisonnement n'est valide que s'il y a une brisure de symétrie, c.à.d. si v 6= 0.

2.5 Conclusion

Nous pouvons conclure en disant que la situation en physique des supraconducteurs est
similaire à celle en physique des particules. En e�et, la théorie de Ginzburg-Landau décrit
très bien la supraconductivité, en utilisant l'idée de l'énergie de Gibbs qui change de forme
d'un paraboloïde vers un chapeau mexicain autour de la température critique. Malheureu-
sement, elle reste à un niveau purement phénoménologique et n'o�re aucune explication
ou mécanisme qui pourrait expliquer le changement de la courbe de potentiel. En e�et, la
théorie postule que le paramètre a change de signe autour de la transition, mais ne donne
aucune cause physique qui pourrait provoquer ce renversement de signe. En outre, les ef-
fets supraconducteurs sont ajoutés à la main au potentiel de l'état normal, sous forme d'un
développement de Taylor. Là encore, aucune cause physique produisant ces e�ets supracon-
ducteurs n'est proposée. La situation est parfaitement analogue en physique des particules
avec le mécanisme de Brout-Englert-Higgs du modèle standard. Là aussi on introduit à la
main une nouvelle particule qui a le bon goût de posséder un lagrangien permettant de
produire une brisure de symétrie justement aux bonnes échelles d'énergie. En e�et, à haute
énergie, l'interaction électromagnétique s'unit à l'interaction faible pour former l'interaction
électrofaible. Ainsi, au commencement de l'Univers, lorsque la température de l'Univers était
supérieure à une certaine température critique, la symétrie SU(2)L ⊗ U(1)Y n'était pas bri-
sée, le potentiel du boson de Higgs était alors en forme de paraboloïde et le paramètre µ2

était donc positif. Lors de son expansion, l'Univers a refroidit, et en atteignant des tem-
pératures en dessous de cette température critique, la symétrie s'est brisée en laissant µ2

prendre des valeurs négatives. La théorie de Higgs donne l'évolution de µ2 en fonction de la
température, mais elle ne prédit pas la température critique et par conséquent, la valeur de
µ2 reste arbitraire. Comme pour la théorie de Ginzburg-Landau, les valeurs des paramètres
doivent être introduites à la main de sorte à reproduire les données expérimentales.
En théorie de la supraconductivité, la théorie de BCS a �nalement permis d'expliquer les
origines physiques du phénomène, bien qu'elle ne soit plus valable pour des supraconducteurs
à haute température. Le formalisme qu'ont utilisé Bardeen, Cooper et Schrie�er pour pré-
senter leur théorie ne permet pas de voir qu'il s'agit d'une brisure dynamique de symétrie. Ce
n'est que dans le formalisme de Weinberg que ceci devient apparent. En e�et, il a utilisé à la
fois un modèle de Ginzburg-Landau très généralisé pour décrire la brisure de symétrie, et le
condensat de Cooper pour fournir la cause physique provoquant l'apparition de la supracon-
ductivité. La particule qui brise la symétrie est donc une particule composite, ce qui est un
avantage par rapport aux théories qui essaient d'expliquer les brisures de symétrie avec une
particule élémentaire. L'idée est de dire que les valeurs que prennent les divers paramètres
sont liées à l'interaction entre les particules formant la particule composite. Ainsi, les valeurs
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des paramètres ne sont plus introduites à la main, mais on peut les retrouver à partir de la
dynamique entre les composantes de la particule composite. Malheureusement, établir une
telle théorie est tout sauf simple, et il n'en existe pas encore en supraconductivité à haute
température à l'heure actuelle. Encore une fois, la physique des particules cherche à s'inspirer
des résultats obtenus en physique de l'état solide. En e�et, l'idée d'un condensat formé par
des paires d'électrons a donnée lieu à des tentatives de remplacer la particule élémentaire de
Higgs par des particules composites. Un exemple d'une telle tentative est la Technicouleur
dont nous allons discuter dans le chapitre suivant.



Chapitre 3

La Technicouleur

Dans le premier chapitre, nous avons montré qu'une théorie basée sur une brisure spon-
tanée de symétrie provoquée par une particule élémentaire est peu satisfaisante. En e�et, de
façon générale, une telle théorie possède un nombre trop élevé de paramètres libres et un
caractère peu prédictif. Dans le cas du mécanisme de Higgs, il y a d'autres problèmes plus
techniques qui surgissent, comme par exemple le problème de la hiérarchie et le fait que la
théorie est peu naturelle. Néanmoins, dans ce travail, nous n'allons pas aborder ces sujets.
En général, comme nous l'avons vu au deuxième chapitre, la théorie devient beaucoup plus
prédictive lorsqu'on remplace la particule élémentaire par une particule composite. Cette
approche est justement le but de la théorie de la Technicouleur. Dans cette théorie, au lieu
d'introduire une nouvelle particule élementaire, on introduit une nouvelle interaction, appe-
lée Technicouleur. Cette interaction est similaire à l'interaction forte, dans ce sens qu'elle
est asymptotiquement libre. En e�et, d'une façon générale, les constantes de couplage des
quatre interactions connues évoluent avec l'échelle d'énergie. Pour l'interaction forte, décrite
par la théorie de la chromodynamique quantique, il se fait que la constante de couplage est
importante aux petites énergies et elle devient faible à haute énergie. Vu le principe d'incer-
titude de Heisenberg, qui lie la distance à l'énergie, ce fait signi�e aussi que la constante de
couplage est faible à courte distance, et importante à grande distance. Lorsque les quarks
sont proches l'un de l'autre, ils n'interagissent donc pas, on dit qu'ils sont asymptotiquement
libres. Par contre, quand ils sont loin l'un de l'autre, ils interagissent fortement.
La Technicouleur est sensée se comporter de façon similaire. Ainsi, aux hautes énergies, cette
interaction est très faible. Lorsqu'on descend l'échelle d'énergie, la constante de couplage de-
vient importante quand on arrive à une énergie de v = 246 GeV, énergie à laquelle se produit
la brisure de la symétrie électrofaible. En e�et, lorsque la constante de couplage devient éle-
vée, il y a formation d'un condensat de fermions, qui brise la symétrie électrofaible. Ainsi,
le paramètre µ2 de la théorie de Higgs a maintenant une signi�cation physique, dans le sens
que sa valeur est liée à la constante de couplage de la Technicouleur. Ce n'est donc plus un
paramètre libre.
Remarquons encore que la Technicouleur permet de résoudre d'autres problèmes du modèle
standard, pas forcément lié au mécanisme de Higgs. La Technicouleur pourrait par exemple
constituer la première théorie de la physique des saveurs. Traditionnellement, on désigne par
le mot saveur les nombres quantiques suivantes : l'isospin (le up et le down), l'étrangeté,
le charme, le top et le bottom 1. La saveur permet de classi�er les leptons et les quarks en
trois générations ou familles. Leur existence constitue un mystère qui n'est pas abordé par le
modèle standard. En e�et, il n'y a apparemment aucune raison physique pour l'existence de

1. Top et bottom sont parfois aussi appelés truth et beauty
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trois générations. Le modèle standard fonctionne tout aussi bien avec une seule génération
seulement au lieu de trois. Les deux générations supplémentaires doivent être ajoutées à la
main a�n de tenir compte des données expérimentales, mais elles ne sont pas prédites par
le modèle standard. La Technicouleur par contre est une théorie qui permettrait d'expliquer
l'existence de trois générations.

3.1 Brisure de la symétrie chirale

Comme déjà mentionné, la théorie de la Technicouleur est modélisée sur la théorie des
interactions fortes. Ceci est lié au fait qu'on peut imaginer un scénario dans lequel l'interac-
tion forte elle-même brise l'interaction électrofaible. Le seul défaut de ce scénario est qu'il ne
reproduit pas les bonnes valeurs pour les masses des quarks, d'où la nécessité d'introduire
la Technicouleur. Le scénario en question est basé sur la brisure de la symétrie chirale des
interactions fortes. Dans ce travail, nous allons utiliser ce scénario pour introduire la Techni-
couleur. Néanmoins, comme nous supposons que le lecteur n'est pas nécessairement familier
avec la brisure de la symétrie chirale de l'interaction forte, nous allons d'abord introduire
cette dernière en utilisant le modèle le plus simple, à savoir le modèle sigma linéaire.

3.1.1 Le modèle sigma-linéaire

La brisure de la symétrie chirale fait déjà partie intégrante d'un mémoire présenté à
l'université de Liège [36]. Par conséquent, la brisure de la symétrie chirale ne sera pas traitée
en détail dans ce travail. Néanmoins, comme la théorie de la Technicouleur est proche de
la théorie chirale des interactions fortes, il est indispensable de donner un bref résumé de
celle-ci. Notons quand même que la symétrie chirale est une symétrie globale, alors que la
Technicouleur est une symétrie locale, puisqu'elle est sensée décrire les interactions entre les
particules.
Dans cette section, nous allons présenter le modèle sigma-linéaire, qui fut introduit par Gell-
Mann et Levy en 1960 [37]. A cette époque, les interactions fortes et donc les quarks n'étaient
pas encore connus. En e�et, initialement, ce modèle fut appliqué aux protons et aux neutrons
et non pas aux quarks. Nous allons nous limiter à une génération de quarks, par exemple
au quark up u et au quark down d. En toute généralité, on appelle une symétrie chirale
toute symétrie G(N)L⊗G(N)R qui transforme les composantes levogyre et dextrogyre d'un
spineur de Dirac de façon indépendante l'une de l'autre. Dans le modèle pris en considération
ici, le groupe G(N) correspond au groupe de l'isospin SU(2), et les quarks up et down sont

placés dans un isodoublet ψ =

(
u
d

)
. La symétrie SU(2)L ⊗ SU(2)R peut être reliée à

une autre symétrie, à savoir la symétrie constituée des transformations vectorielle et axiale :
SU(2)V ⊗ SU(2)A. Les générateurs des groupes SU(2)V et SU(2)A correspondent à des
combinaisons des générateurs des groupes SU(2)L et SU(2)R. Les lois de transformations
vectorielles et axiales sont données par [38] :

SU(2)V : ψ → e−iT·θψ et ψ̄ → ψ̄eiT·θ (3.1)

où T est le vecteur constitué des trois matrices de Pauli multiplié par un demi, et θ correspond
au vecteur formé par trois angles de rotation. Le paramètre θ est indépendant de l'espace-
temps, la transformation vectorielle correspond donc à une simple rotation globale dans
l'espace des isospins. La transformation axiale est donnée par [38] :

SU(2)A : ψ → e−iγ5T·θψ et ψ̄ → ψ̄e−iγ5T·θ (3.2)
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où γ5 est le produit des quatre matrices de Dirac : γ5 = iγ0γ1γ2γ3. Notons que sous la trans-
formation axiale, les particules se transforment de la même façon que les antiparticules, ce
qui est lié au fait que les matrices γ5 et γ0 anticommutent : γ5γ0 = −γ0γ5. Introduisons main-
tenant un isotriplet de champs pseudoscalaires π = (π1, π2, π3) ainsi qu'un champ scalaire σ,
qui ont les mêmes nombres quantiques que la combinaison de champs suivante [38] :

π ∼ 2iψ̄Tγ5ψ et σ ∼ ψ̄ψ (3.3)

où ∼ signi�e : � se transforme comme �. Les quarks forment un état lié par un échange
de gluons, qui sont les bosons médiateurs de l'interaction forte. Etablissons maintenant les
lois de transformation in�nitésimales de l'isotriplet. Pour la transformation vectorielle, on
obtient :

2iψ̄Tiγ5ψ →2iψ̄(1 + iTjθj)Tiγ5(1− iTlθl)ψ (3.4)

= 2iψ̄Tiγ5ψ + θj(2ψ̄Tiγ5Tjψ − 2ψ̄TjTiγ5ψ) +O(θ2) (3.5)

= 2iψ̄Tiγ5ψ + iθjεijkψ̄γ5Tkψ +O(θ2) (3.6)

Pour obtenir la deuxième ligne, nous avons pu renommer les indices l en indices j puisque
nous négligeons le terme croisé en θ2. Pour obtenir la dernière égalité, nous avons utilisé
la relation de commutation entre les matrices Ti : [Ti, Tj] = iεijkTk. Le champ scalaire est
manifestement invariant sous la transformation vectorielle. D'une façon similaire, on peut
établir la loi de transformation axiale in�nitésimale de l'isotriplet :

2iψ̄Tiγ5ψ →2iψ̄(1− iγ5Tjθj)Tiγ5(1− iγ5Tlθl)ψ (3.7)

= 2iψ̄Tiγ5ψ + θj(2ψ̄Tiγ5γ5Tjψ + 2ψ̄γ5TjTiγ5ψ) +O(θ2) (3.8)

= 2iψ̄Tiγ5ψ + θiψ̄ψ +O(θ2) (3.9)

Pour obtenir la dernière ligne, nous avons cette fois utilisé les relations d'anticommutation
des matrices Ti : {Ti, Tj} = 2δij ainsi que la relation γ5γ5 = 1. Finalement, la loi de trans-
formation axiale in�nitésimale pour le champ scalaire s'obtient comme suit :

ψ̄ψ →ψ̄(1− iγ5Tjθj)(1− iγ5Tlθl)ψ (3.10)

= ψ̄ψ − 2iθiψ̄Tiγ5ψ +O(θ2) (3.11)

Finalement, les lois de transformation de l'isotriplet et du champ scalaire sous la transforma-
tion vectorielle et la transformation axiale peuvent être écrites sous la forme suivante[38] :

SU(2)V : π → π + θ × π (3.12)

σ → σ (3.13)

SU(2)A : π → π + θσ (3.14)

σ → σ − θ · π (3.15)

La transformation axiale provoque donc un mélange entre les particules πi et σ. Le lagrangien
du modèle sigma linéaire est donné par [36] :

L = iψ̄ /∂ψ − gπ(2ψ̄γ5Tψπ + ψ̄ψσ)− V (π2 + σ2) +
1

2
∂µπ∂

µπ +
1

2
∂µσ∂

µσ (3.16)

où /∂ ≡ γµ∂µ et le potentiel est donné par :

V (σ2 + π2) =
1

2
µ2(σ2 + π2) +

λ

4
(σ2 + π2)2 (3.17)
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Notons qu'il n'y a pas de terme de masse pour les quarks, qui serait donné par un terme
en mψ̄ψ. En e�et, un tel terme est invariant sous des transformations vectorielles mais non
pas sous des transformations axiales, et briserait la symétrie chirale de façon explicite. Nous
partons donc d'un modèle dans lequel les quarks n'ont pas de masse et ils ne deviendront
massifs qu'après une brisure spontanée de symétrie. Le lagrangien (3.16) est invariant sous
les transformations axiales et vectorielles, alors que l'état fondamental du système ne l'est
pas si µ2 < 0. En e�et, comme au premier chapitre, si µ2 > 0, le potentiel tracé en fonction
de σ et de π aura la forme d'une parabole en révolution, et le minimum est donc donné par
σ2

0 +π2
0 = 0 c.à.d. σ0 = 0 et π0 = 0, qui est manifestement invariant sous les transformations

vectorielles et axiales. La particule σ est une particule scalaire réelle et joue donc le même
rôle que φ1 dans la première section du premier chapitre. De même, l'isotriplet π joue le rôle
de la phase ou de la composante imaginaire φ2.
Si µ2 < 0, le potentiel prend la forme d'un chapeau mexicain et nous obtenons un cercle de
minima : σ2 + π2 = v2. La con�guration du vide est encore une fois donnée par [36] :

σ0 = 〈0|σ|0〉 = fπ ≡
√
−µ2

λ
et π0 = 〈0|π|0〉 = 0 (3.18)

Notons quand même que, contrairement à ce que nous avons vu au premier chapitre, le
choix du vide selon l'axe réel est imposé par le fait que l'isotriplet ne peut pas développer
des valeurs moyennes dans le vide non nulles, et ne correspond donc pas à un choix libre.
En e�et, nous avons déjà mentionné que l'isotriplet contient des particules pseudoscalaires,
c.à.d. des particules dont la fonction d'onde change de signe lors de l'application d'une
transformation de parité P : x→ −x. On dit qu'ils ont une parité intrinsèque négative. Or,
le vide est invariant sous l'application d'une transformation de parité, il a donc une parité
positive. Il s'en suit qu'il ne peut pas y avoir une formation spontanée dans le vide d'un
condensat dont la parité vaut −1 [38]. L'état fondamental est manifestement invariant sous
les transformations SU(2)V , mais pas sous les transformations axiales SU(2)A. La symétrie
chirale SU(2)V ⊗ SU(2)A est donc brisée en un sous-groupe SU(2)V : SU(2)V ⊗ SU(2)A →
SU(2)V . Pour la suite on peut procéder de la même façon qu'au premier chapitre en ajoutant
une petite perturbation aux champs autour du minimum :

σ′ ≡ fπ + σ et π′ ≡ π (3.19)

En ajoutant la nouvelle expression des champs dans le lagrangien (3.16) on trouve, après
développement, que les quarks et la particule σ acquièrent des masses mq = gπfπ et mσ =

fπ
√
λ respectivement tandis que les particules πi restent sans masse [36, 38]. Les particules πi

sont appelés pions et correspondent aux bosons de Goldstone. Comme la symétrie chirale est
une symétrie globale, il n'y a pas de champ de jauge et les pions ne sont donc pas absorbés
mais restent des particules physiques indépendantes. Néanmoins, les données expérimentales
montrent que les pions ont une masse non nulle, alors que les bosons de Goldstone n'ont
pas de masse en général. Il faut en conclure que la symétrie chirale n'est pas une symétrie
exacte. Néanmoins, les données expérimentales montrent aussi que le courant vectoriel est
conservé tandis que le courant axial est presque conservé. À cause du théorème de Noether,
qui dit qu'à chaque courant conservé correspond une symétrie du lagrangien, il faut donc
que le lagrangien possède une symétrie vectorielle et une symétrie axiale approximative.
Le seul terme invariant sous une transformation vectorielle mais non invariant sous une
transformation axiale est un terme de masse pour les quarks du genre mψ̄ψ. Il faut donc
ajouter un terme de ce genre au lagrangien (3.16). Comme le courant axial est quand même
presque conservé, il faut que la brisure explicite de la symétrie axiale soit faible, c.à.d. il faut
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que la masse m soit petite [36, 38]. Cette masse doit être fournie par le couplage de Yukawa
que nous avons vu au premier chapitre.

3.1.2 La symétrie électrofaible brisée par l'interaction forte

Nous avons donc vu que la formation du condensat de quarks brise la symétrie chirale du
lagrangien des interactions fortes. Or, la formation de ce condensat ne brise pas seulement la
symétrie chirale, mais il peut aussi être responsable de la brisure de la symétrie électrofaible
[39]. En e�et, nous pouvons arranger les pions et la particule σ de façon à ce qu'ils se
transforment comme un doublet sous le groupe électrofaible :

Φ =

(
φ+

φ0

)
=

(
π2 + iπ1

σ − iπ3

)
(3.20)

Véri�ons si cet arrangement des champs se transforme bien comme un doublet sous le groupe
électrofaible. Pour rappel, si σi représentent les matrices de Pauli, alors les expressions des
pions et de la particule σ sont données par :

πi ∼ iψ̄γ5σ
iψ et σ ∼ ψ̄ψ (3.21)

⇔


π1

π2

π3

σ

 ∼


iūγ5d+ id̄γ5u
ūγ5d− d̄γ5u
iūγ5u− id̄γ5d
ūu+ d̄d

 (3.22)

En utilisant le fait que q̄q = q̄RqL + q̄LqR, γ5qR = qR et γ5qL = −qL, nous trouvons pour la
combinaison des champs en question :(

π2 + iπ1

σ − iπ3

)
∼
(

2d̄RuL
2d̄RdL

)
+

(
−2d̄LdR
2ūLdR

)
∼ 2d̄R

(
uL
dL

)
+ 2dR

(
−d̄L
ūL

)
(3.23)

Cette con�guration se transforme correctement sous SU(2)L ⊗ U(1)Y car d̄R et dR sont des
singulets et donc invariants sous ce groupe. Dès lors, le premier terme se transforme comme
un doublet et le deuxième terme comme un doublet conjugué.
Nous avons donc un doublet de Higgs dont les composantes représentent des particules
composites. Le lagrangien correspondant à ce doublet est exactement le même que celui que
nous avons utilisé dans le cas non-abélien d'une brisure spontanée d'une symétrie. Ainsi, le
développement d'une valeur moyenne dans le vide non nulle du champ σ induit la brisure de
symétrie de la même façon que nous l'avons vue dans la section (1.2). Les trois pions vont
être absorbés par les états W±

µ et Z0
µ qui deviendront massifs [39]. Pour le voir, nous allons

examiner l'e�et qu'aura la formation du condensat sur le propagateur des bosons W±
µ . En

absence du condensat, le propagateur en question est donné par le diagramme de Feynman
et l'opérateur suivants :

�

=
gµν − kµkν

k2

k2
(3.24)

La correction au premier ordre à ce propagateur due au condensat est donnée par :

�
=

(
gµα − kµkα

k2

k2

)
Πανk2 (3.25)
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Le diagramme de Feynman signi�e que lors de la propagation du boson W±
µ dans le vide,

il peut momentanément se transformer en deux quarks puis redevenir un boson. Le vide
est donc maintenant rempli d'un condensat de quarks. Entre les deux quarks, il y a un
échange important de gluons. L'aire hachurée de la boucle fermionique désigne la somme
sur tous les diagrammes représentant tous les échanges de gluons possibles. L'opérateur
Πµν correspondant à cet échange est inconnu. Néanmoins, il est nécessairement de la forme
Akµkν + Bgµν , puisque l'impulsion et le tenseur métrique sont les seules quantités à notre
disposition pour former un opérateur avec deux indices. En plus, la polarisation du vide
doit être transverse : Πµν · k = 0. Ce résultat est lié à la conservation du courant. En e�et,
l'amplitude d'un diagramme est liée à la matrice d'interaction, qui est donnée par le courant.
Nous avons donc ∂µΠµν = kµΠµν = 0. L'opérateur Πµν est donc de la forme :

Πµν = π(k2)

(
gµν − kµkν

k2

)
k2

(3.26)

où π(k2) est un certain opérateur dépendant de l'impulsion. Si la constante de couplage est
assez grande, les deux quarks sont liés fortement et forment un pion :

� =
�

(3.27)

Le fait qu'on peut remplacer la correction par le boson de Goldstone explique l'apparition
du k2 à côté de l'opérateur Πµν . En e�et, dans le premier chapitre, nous avons vu que les
bosons de jauge ne se couplent pas directement au boson de Goldstone, mais plutôt à sa
dérivée. Ainsi, à chaque vertex boson de jauge-boson de Goldstone, il y a un facteur ∂µ, ou
de façon équivalente, un facteur kµ qui apparaît. Comme il y deux vertex de ce genre, et
comme ils ont le même indice puisque le pion est un scalaire, nous obtenons le facteur k2.
La correction à toute ordre est donnée par une série géométrique :

�

+
�

+
�

+ ... ≡
∑

(3.28)

En utilisant le fait que l'opérateur
(
gµν − kµkν

k2

)
est un projecteur, c.à.d.

(
gµα − kµkα

k2

) (
gαν − kνkα

k2

)
=(

gµν − kµkν

k2

)
, nous pouvons réécrire la série

∑
sous la forme d'une série géométrique :

∑
=

(
gµν − kµkν

k2

k2

)(
1 + π + π2 + π3 + ...

)
(3.29)

=

(
gµν − kµkν

k2

k2

)
1

1− π
=
gµν − kµkν/k2

k2(1− π(k2))
(3.30)

Auparavant, le propagateur des bosons W± avait un pôle à k2 = 0. Après absorption du
boson de Goldstone, nous voyons que, si la fonction π(k2) est régulière à l'origine k2 = 0,
le propagateur garde son pôle à k2 = 0. Or, nous savons que les bosons de Goldstone n'ont
pas de masse, ce qui signi�e que la fonction π(k2), correspondant au propagateur du pion,
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doit développer un pôle à k2 = 0. Dans la limite où k2 tend vers zéro, la fonction π(k2) tend
donc vers son pôle [42] :

π(k2)
k2→0→

g′2f 2
π±

4k2
(3.31)

où g′ est la constante de couplage de l'interaction faible et f 2
π± la constante de désintégration

du pion. En e�et, la fonction π inclut une partie de la contribution due aux deux vertex, à
savoir l'intensité de couplage entre les bosonsW±

µ et les pions π±. Or, le pion se désintègre via
l'émission d'un courant associé aux bosons de jauge W±

µ de l'interaction faible. L'intensité
du couplage entre les pions et les bosons de jauge est donc donnée par la constante de
désintégration du pion. Nous voyons donc que le propagateur des bosons W±

µ a un nouveau
pôle à k2 = 1

4
g′2f 2

π± , ce qui signi�e qu'il a maintenant une masse égale à mW± = 1
2
g′fπ± .

Pour les bosons de jauge neutres W 3
µ et Bµ, la situation est un peu plus compliquée car ils

se mélangent entre eux. En e�et, à cause de la conservation de la charge, le boson chargé
positivement W+

µ par exemple ne peut se transformer qu'en un boson W+
µ via un pion π+. Il

en va de même pour le boson chargé négativement W−
µ . Par contre, le boson neutre W 3

µ par
exemple peut se transformer par l'intermédiaire du pion π3 soit en un boson W 3

µ soit en un
boson Bµ. Pour tenir compte des di�érentes possibilités de mélange, il faut introduire une
matrice de masse qui dans la base des états Bµ et W 3

µ prend la forme suivante [42] :

M2 =

(
g′2 gg′

gg′ g2

)
f 2
π3

4
(3.32)

où g est la constante de couplage associée à l'interaction électromagnétique. Les vecteurs
propres de cette matrice sont les états physiques Aµ et Z0

µ, correspondant au photon et au
boson neutre médiateur des interactions faibles. Quant aux valeurs propres de cette matrice,
elles correspondent aux masses du photon Aµ et du boson Z0

µ, et sont données par [42] :

m2
A = 0 (3.33)

m2
Z =

(g2 + g′2)f 2
π3

4
(3.34)

A cause de la conservation de l'isospin, nous avons que fπ3 = fπ+ = fπ− . Le rapport des
masses des bosons chargés et du boson neutre est donné par :

mW

mZ

=
g′√

g′2 + g2
= cos θW (3.35)

Nous retrouvons l'angle électrofaible introduit au premier chapitre. Cette relation entre les
masses a été véri�ée expérimentalement et toute théorie alternative au mécanisme de Higgs
doit impérativement permettre de la reproduire. Le modèle que nous avons exposé dans
cette section permet donc de retrouver la bonne relation entre les masses. Malheureusement,
les valeurs numériques des masses sont erronées. En e�et, la constante de désintégration
du pion est �xée par les données expérimentales à une valeur de fπ = 93 MeV. Ainsi les
bosons W par exemple vont acquérir une masse égale à MW = 1

2
gfπ = 30 MeV, ce qui est

trois mille fois inférieur à la masse obtenue par les données expérimentales : MW = 80.384
GeV. Les interactions fortes peuvent donc induire une brisure de l'interaction électrofaible
en donnant la bonne relation entre les masses, mais à une échelle d'énergie erronée. En plus,
l'existence du pion a été expérimentalement véri�ée, et constitue donc une particule physique
indépendante, et pas seulement le degré de liberté longitudinal des bosons de jauge.
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3.2 Modèles de la Technicouleur

La chromodynamique quantique (QCD) permet donc de briser la symétrie électrofaible en
reproduisant les bonnes relations entre les masses, mais pas à une échelle d'énergie correcte.
De plus, ce scénario fait disparaître les pions physiques, ce qui est contradictoire avec les
données expérimentales. Ce fait a donné lieu à l'élaboration de la théorie de la Technicouleur.
Cette nouvelle interaction est une copie exacte de l'interaction forte, à l'exception près qu'elle
est prédominante aux hautes énergies. Ainsi, la constante de couplage de la Technicouleur
devient forte à des énergies de Fπ ≡ v = 246 GeV environ, alors que l'interaction forte est
prédominante à des énergies de fπ = 93 MeV. A l'heure actuelle, il existe di�érents modèles
pour la Technicouleur. La Technicouleur est loin d'être considérée comme une théorie uni�ée.
Dans cette section, nous allons commencer par présenter le modèle le plus simple : le modèle
à un doublet.

3.2.1 Le modèle à un doublet

En général, dans les modèles de la Technicouleur, on admet qu'il existe une nouvelle
sorte de fermions, appelés technifermions. Les bosons médiateurs de la nouvelle interaction
seront des technigluons. Le modèle minimal est un modèle à un doublet et a été introduit
par Weinberg [40, 41] et Susskind [39]. Dans ce modèle, il y a un doublet de techniquarks
levogyres et deux singulets de techniquarks dextrogyres sous la symétrie électrofaible [42] :

TL =

(
U
D

)
L

, UR , DR (3.36)

Les technifermions sont des singulets sous l'interaction forte SU(3)C , c.à.d. ils sont inva-
riants sous ce groupe de jauge. Du point de vue physique, ceci signi�e que les technifermions
n'interagissent pas par échange de gluons, mais seulement par échange de technigluons. Sous
le groupe de jauge de la Technicouleur GTC , les technifermions ont une loi de transformation
non triviale. En termes de la théorie des groupes, on dit qu'ils forment une représentation
non triviale du groupe de la Technicouleur. Tous les autres fermions du modèle standard
sont supposés être des singulets sous le groupe de la Technicouleur.
Pour que le modèle ne possède pas d'anomalie, on attribue les hypercharges 0, 1/2 et −1/2 à
TL, UR et DR respectivement [42, 43]. On appelle une anomalie une symétrie qui est présente
au niveau classique du lagrangien, mais qui est perdue lors du passage à la description quan-
tique de la théorie. On obtient alors des courants de Noether qui ne sont pas conservés alors
qu'ils devraient l'être du point de vue classique de la théorie. Les anomalies se manifestent
sous forme de diagrammes de Feynman triangulaires. En général, les anomalies rendent une
théorie non renormalisable et donc incohérente. Le modèle standard possède justement les
bons nombres quantiques pour être dépourvu d'anomalies. Ce phénomène est parfois dési-
gné par l'appellation de � Miracle du modèle standard �. Si on veut introduire une nouvelle
théorie comme la Technicouleur, il est avisé de choisir des nombres quantiques similaires à
ceux du modèle standard.
Le doublet TL joue donc exactement le même rôle que le doublet Φ introduit dans la section
précédente, sauf que les techniquarks interagissent par échange de technigluons et non plus
par un échange de gluons. Tous les résultats trouvés dans la section précédente restent donc
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valides, et nous trouvons une masse pour les bosons donnée par [42] :

mW =
1

2
g′Fπ (3.37)

mZ =
1

4
(g2 + g′2)Fπ (3.38)

Jusqu'ici, l'interaction forte a été complètement ignorée et nous avons supposé que les bosons
de jauge de l'interaction électrofaible obtiennent leur masse en absorbant les technipions. Or,
en présence des interactions fortes, les pions aussi peuvent être absorbés par les bosons de
jauge, comme nous l'avons vu dans la section précédente. En présence à la fois d'un condensat
de quarks et d'un condensat de techniquarks, les bosons de jauge vont absorber un mélange
de quarks et de techniquarks. Pour rendre compte de ce phénomène, il faut introduire une
nouvelle combinaison d'états [42] :

|pion absorbé〉 =
Fπ |technipion〉+ fπ |pion QCD〉√

F 2
π + f 2

π

(3.39)

|pion physique〉 =
Fπ |pion QCD〉 − fπ |technipion〉√

F 2
π + f 2

π

(3.40)

Ces nouveaux états sont orthogonaux et normés. Le premier état représente la particule
qui sera absorbée par les bosons de jauge tandis que le deuxième état représente le pion
physique. Comme nous avons Fπ >> fπ, le premier état correspond surtout au technipion
tandis que le deuxième état correspond au pion des interactions fortes. En e�et, à l'échelle
d'énergie de la brisure de la symétrie électrofaible, la technicouleur est prédominante, et la
valeur du condensat de techniquarks est plus grande que celle du condensat formé par des
simples quarks. Par conséquent, les bosons de jauge absorbent davantage de techniquarks
que de quarks, et la particule physique qui reste est davantage quark que techniquark. Pour
justi�er le choix des nouveaux états il nous faut inroduire le courant axial. En e�et, dans
la section (3.1.1), nous avons vu que le lagrangien des interactions fortes est invariant sous
la symétrie axiale. Par le théorème de Noether, il y a donc un courant axial associé à cette
symétrie, donné par [38] :

J iµ = ψ̄γµγ5T
iψ (3.41)

Pour avoir le courant axial total, il faut faire la somme sur tous les doublets ψ. La désin-
tégration du pion par interactions faibles est contrôlée par l'élément de matrice du courant
axial total entre le vide et le pion [42] :

〈0|Jµ| pion QCD 〉 = fπqµ (3.42)

〈0|Jµ| technipion 〉 = Fπqµ (3.43)

Le couplage entre les nouveaux états et le vide est donc donné par [42] :

〈0|Jµ| pion absorbé 〉 =
√
F 2
π + f 2

πqµ (3.44)

〈0|Jµ| pion physique 〉 = 0 (3.45)

Les bosons de jauge de l'interaction faible se couplent aux pions via le courant axial. Comme
le pion physique ne se couple pas au courant axial, il ne se couple pas non plus aux bosons
de jauge en question. Du coup, il n'est pas du tout absorbé par ces derniers, contrairement
au deuxième état, qui est complètement absorbé. Notons que ce modèle peut aisément être
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étendu à un modèle contenant une génération de technifermions. En e�et, dans le modèle
standard, les fermions ordinaires apparaissent en des générations, il est donc possible que les
technifermions se présentent aussi en générations [42, 44].
Le modèle présenté dans cette section permet donc de donner une masse aux bosons de jauge
de l'interaction faible. Un défaut grave de ce modèle est le fait que les fermions restent sans
masse. En e�et, les quarks et les techniquarks acquièrent peut-être une masse faible due à la
brisure spontanée de la symétrie chirale et la brisure spontanée de la symétrie électrofaible,
mais cette masse est très faible. Nous avons vu dans la section (3.1.2) que la symétrie chirale
de l'interaction forte est brisée aussi de façon explicite, et donc il faut fournir une masse
supplémentaire aux quarks. En outre, les leptons n'acquièrent pas de masse du tout dans ce
modèle. La théorie contient donc encore trop de symétries. Pour y remédier, on introduit
une sixième interaction a�n de les briser. Il s'agit là du modèle de la Technicouleur étendue
(ETC : Extended Technicolour).

3.2.2 Le modèle de la Technicouleur étendue (ETC)

Le modèle de la Technicouleur étendue a été proposé pour la première fois en 1979 par
Dimopoulos et Susskind [45], ainsi que par Eichten et Lane [46]. Dans le mécanisme de
Higgs on introduit des couplages de Yukawa a�n de donner une masse aux fermions. La
procédure dans le modèle ETC est similaire, sauf que les couplages de Yukawa apparaissent
d'une manière beaucoup plus naturelle qu'ils ne le font dans le mécanisme de Higgs. Pour
donner une masse aux fermions, il faut les coupler aux particules qui brisent la symétrie, à
savoir les technifermions. Or, les gluons n'interagissent qu'avec les fermions ordinaires tandis
que les technigluons n'interagissent qu'avec les technifermions. Il faut donc introduire une
nouvelle interaction ETC qui rend possible le couplage des fermions aux technifermions.
Cette interaction est une interaction de jauge et correspond donc à un groupe de jauge
GETC qui doit être assez grand pour contenir le groupe de la Technicouleur GTC . En e�et,
on suppose qu'à une certaine échelle d'énergie µ > v, le groupe GETC est brisé et donne
le groupe de la Technicouleur GTC : GETC → GTC . Les bosons de jauge de l'interaction
ETC vont alors devenir massifs et lier les fermions aux technifermions. Si on veut que les
fermions puissent interagir avec les technifermions via les gluons ETC, il faut qu'ils soient
contenus dans une même représentation du groupe GETC , c.à.d. il faut les placer dans un
même multiplet.
Prenons un exemple. Supposons que le groupe de la Technicouleur soit donné par le groupe
SU(N) et le groupe de l'interaction ETC par SU(N + 1). Dans ce cas, la représentation
fondamentale N+1 du groupe de ETC est donné par le multiplet suivant [42] :

( F1, F2, . . . FN︸ ︷︷ ︸
Multiplet de Technicouleur,

, f︸︷︷︸
Singulet de Technicouleur

)

︸ ︷︷ ︸
Multiplet de ETC

(3.46)

où Fi sont les technifermions et f un fermion ordinaire. Si le groupe ETC est alors brisé, nous
obtenons une représentation N de la Technicouleur, correspondant aux technifermions, ainsi
qu'un singulet 1, correspondant à un fermion ordinaire. Comme on veut donner une masse à
chaque fermion, il faut un multiplet ETC pour chaque fermion. Evidemment, si le groupe de
la Technicouleur est toujours SU(N), alors le groupe de ETC pourrait aussi être SU(N+M).
Dans ce cas, le groupe ETC est brisé en une représentation N et en M singulets de la Tech-
nicouleur. Le nombre de multiplets ETC nécessaires est ainsi réduit. Une autre possibilité
serait d'insérer le groupe de couleur SU(3)C dans le groupe de ETC. La brisure de symétrie
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de ce dernier aura alors lieu selon le schéma suivant : SU(N +3)ETC → SU(N)TC⊗SU(3)C .
La représentation fondamentale N+3 est alors brisée en une représentation N de Techni-
couleur et un triplet 3 de la couleur. Le triplet de couleur est un quark ordinaire et constitue
un singulet sous la Technicouleur [42].
Les bosons médiateurs de l'interaction ETC couplent donc les fermions aux technifermions.
Ainsi, un fermion, en émettant un gluon ETC, peut se transformer spontanément en un
technifermion. En réabsorbant le gluon ETC émis, le technifermion peut ensuite se retrans-
former en un fermion ordinaire. Comme le gluon ETC est massif, il faut travailler au niveau
de l'arbre, en éliminant le boson massif et en utilisant l'approximation de l'interaction à
quatre fermions :

�

niveau de l'arbre−→

�
(3.47)

De même, le diagramme de la di�usion devient au niveau de l'arbre :

�
niveau de l'arbre−→� (3.48)

Dans la théorie de l'interaction faible, de tels diagrammes donnent un lagrangien d'interaction
de la forme : Lint = g′2 J

1J2

M2
W

où J1 et J2 sont les deux courants fermioniques. Par analogie,
on suppose que l'interaction à quatre fermions dans le cas de la théorie ETC donne une
contribution similaire [44] :

Lint =
1

2

g2
ETC

M2
F̄ γµff̄γµF (3.49)

où gETC est la constante de couplage du groupe de ETC et M est la masse du gluon ETC.
En appliquant une transformation de Fierz [47], on trouve [44] :

Lint = − 1

2µ2

(
(F̄F )(f̄f)− (F̄ γ5F )(f̄γ5f) + . . .

)
(3.50)

A l'échelle d'énergie v = 246 GeV, la constante de couplage de la Technicouleur devient
importante et il y a formation d'un condensat de Technifermions : 〈0|F̄F |0〉 = v 6= 0. Les
fermions ordinaires acquièrent alors une masse donnée par [44] :

mf =
1

2µ2
〈0|F̄F |0〉 (3.51)

Ainsi, le modèle ETC permet de donner une masse à la fois aux bosons de jauge et aux
fermions. Néanmoins, il reste toujours un bémol dans la théorie. En e�et, il manque encore
le mécanisme qui permet de briser le groupe de ETC en le groupe de la Technicouleur. En
outre, la théorie ne constitue pas encore une théorie de la physique des saveurs. Jusqu'à
ce point, tous les fermions ont la même masse. Or, les générations sont caractérisées par le
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fait que la masse des fermions di�ère fortement d'une génération à l'autre. Ainsi, le quark
up appartenant à la première génération a une masse de 1.5 à 5 MeV et correspond au
quark le plus léger. Par contre, le quark le plus lourd, le quark top, appartient à la troisième
génération et a une masse de 173 GeV environ, ce qui est presque égale à la masse de l'atome
d'or. Dans la section suivante, nous allons présenter un modèle qui explique la brisure de
ETC ainsi que l'existence de trois générations.

3.2.3 La Technicouleur en cascade

Les trois générations de fermions ne peuvent pas être produites avec une seule brisure
de symétrie. En e�et, il faut au moins trois brisures de symétrie successives à des échelles
d'énergie di�érentes. Considérons par exemple le schéma suivant [44] :

SU(6)ETC
µ−→ SU(5)E′TC

µ′−→ SU(4)E′′TC
µ′′−→ SU(3)TC (3.52)

Cette brisure de symétrie successive permet de donner une masse di�érente aux trois gé-
nérations de fermions. Ainsi, la première génération donnée par (e, νe, u, d) acquiert une
masse mf = 1

2µ2 〈F̄F 〉0. La deuxième génération (µ, νµ, c, s) acquiert une masse donnée par
m′f = 1

2µ′2
〈F̄F 〉0, et ainsi de suite. A chaque échelle d'énergie µ, µ′ et µ′′ correspond une

constante de couplage gETC , gE′TC et gE′′TC qui devient assez forte pour provoquer la for-
mation d'un condensat de technifermions, brisant ainsi les groupes de ETC, E'TC et E�TC
successivement. La brisure de la symétrie électrofaible est alors provoquée par la constante
de couplage de la Technicouleur gTC qui devient important à une échelle d'énergie v.
Ce modèle postule donc que les groupes ETC, E'TC et E�TC se brisent par eux-mêmes.
Pour qu'un groupe se brise par lui-même, il faut que le condensat qu'il forme ne soit pas
un singulet sous le groupe en question. Ceci est possible si le groupe possède un contenu
complexe en fermions. Prenons la théorie de l'interaction forte comme exemple. Les repré-
sentations de SU(3)C correspondent à la représentation fondamentale 3, pour les fermions,
et à la représentation complexe conjuguée 3̄ pour les antifermions. Nous avons vu dans la
section (3.1.1) que deux quarks vont se combiner pour former une nouvelle représentation
de SU(3)C sous forme d'un condensat. Les di�érentes combinaisons possibles sont données
par [44] :

3× 3 = 3̄ + 6 (3.53)

3̄× 3̄ = 3 + 6̄ (3.54)

3× 3̄ = 1 + 8 (3.55)

Ces combinaisons représentent les di�érents modes de di�usion possibles. En général, une
di�usion peut être attractive ou répulsive. Le signe de la di�usion dépend des représentations
initiales et �nales [42]. Dans notre écriture ci-dessus, le premier terme du deuxième membre
représente une di�usion attractive, le deuxième terme une di�usion répulsive. Les détails du
calcul sont donnés dans l'annexe C. Ainsi, s'il y a par exemple di�usion entre un quark et un
antiquark, elle est attractive si l'état �nal, correspondant à l'état combiné, est un singulet.
Par contre, si le quark et l'antiquark di�use en un octet, la di�usion est répulsive. Pour
avoir la formation d'un condensat, il faut un état lié, c.à.d. il faut considérer les di�usions
attractives seulement.
Dans la section (3.1.1), nous avons vu que le condensat qui brise la symétrie chirale est
formé d'un quark et d'un antiquark, qui se combinent donc en un singulet de couleur. Ainsi,
l'état fondamental est un invariant sous le groupe SU(3)C , et celui-ci n'est donc pas brisé
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en un sous-groupe de couleur. Or, à priori, selon les équations données ci-dessus, d'autres
condensats formés de deux quarks ou de deux antiquarks sont possibles. Néanmoins, ces
modes de condensation ne se produisent pas en réalité. En e�et, le potentiel de liaison entre
deux fermions est donnée de façon approximative par [44] :

V ≈ Cf − C1 − C2 (3.56)

où Cf est la valeur propre de l'opérateur de Casimir 2 associé à la représentation de l'état
�nal et C1, C2 sont les valeurs propres des opérateurs de Casimir associés aux deux repré-
sentations initiales. Le potentiel est maximal pour le mode de condensation (3.55). Comme
une énergie de liaison est une énergie négative, l'univers favorise la production du mode
de condensation qui maximise l'énergie de liaison, a�n de minimiser l'énergie de son état
fondamental. La situation est similaire à celle qui se produit dans le supraconducteur du
chapitre 2, qui cherche à minimiser son énergie en produisant un nombre maximal de paires
de Cooper. Le mode de condensation avec le potentiel le plus élevé est appelé � le canal le
plus attractif �(MAC : Most Attractive Channel) [44].
Supposons maintenant que le groupe SU(3)C ait un contenu non-réel en fermions. En gé-
néral, un contenu non-réel en fermions se produit lorsqu'un groupe a une représentation
fondamentale R qui est di�érente de sa représentation complexe conjuguée R̄ : R 6= R̄.
Supposons donc que le groupe SU(3)C n'ait par exemple pas de représentation R̄. Dans
ce cas, le seul mode de condensation possible est le mode (3.54). Deux quarks se lieraient
en un antitriplet de couleur, et non pas en un singulet. L'état fondamental ne serait plus
invariant sous SU(3)C , et le groupe de couleur SU(3)C serait brisé en un sous-groupe de
couleur SU(2)C [42].
Un groupe qui ne possède pas un contenu réel en fermions est par exemple le groupe SU(5).
En e�et, les représentations du contenu en fermions pour ce groupe sont 5̄ et 10. Pour ce
groupe, les modes de condensation possibles sont donnés par [44] :

10× 10 = 5̄ + 50 + 45 (3.57)

5̄× 5̄ = 1̄0 + 1̄5 (3.58)

10× 5̄ = 5 + 4̄5 (3.59)

La combinaison qui permet de réduire l'énergie du vide au maximum est celle de deux
représentations 10 se combinant en une représentation 5̄. Le vide n'est donc pas invariant
sous le groupe SU(5), qui est par conséquent brisé en le sous-groupe SU(4). Les multiplets
de fermions sont alors brisés selon [44] :

5̄ = 4̄ + 1 et 10 = 6 + 4 (3.60)

La représentation fondamentale 4 du groupe SU(4) a donc maintenant une représentation
complexe conjuguée donnée par 4̄. Le contenu en fermions est donc réel. Le MAC est donné
par la combinaison de 4 et de 4̄ en un singulet. Le groupe SU(4) n'est donc pas brisé.
Pour réaliser ce modèle de façon concrète, il faut donc trouver un groupe GETC qui possède
justement les bons MACs pour aboutir au groupe de la Technicouleur par brisure de symétrie
successive. Trouver un groupe qui réponde à toutes les contraintes est tout sauf facile, et à
l'heure actuelle, aucun modèle concret n'existe.

2. Un opérateur de Casimir est un opérateur appartenant à un certain groupe et qui commute avec
tous les générateurs de ce groupe. A chaque représentation de ce groupe peuvent être associées des valeurs
di�érentes des opérateurs de Casimir.
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3.3 Défauts de la Technicouleur

Les modèles proposés jusqu'ici sou�rent de plusieurs problèmes qui n'ont pas encore été
résolus à l'heure actuelle. Il existe deux défauts principaux qui sont communs à tous les
modèles. Un de ces défauts est lié à l'existence de courants neutres changeant de saveur
(FCNC : Flavour-changing neutral currents). L'autre défaut est lié aux tests précis de l'in-
teraction électrofaible (precision electroweak tests). Dans les sections suivantes, nous allons
d'abord exposer ces défauts pour présenter ensuite un dernier modèle de la Technicouleur,
qui permettra peut-être d'y remédier.

3.3.1 Courants neutres changeant de saveur : FCNC

Les FCNCs sont des courants qui permettent à un fermion d'une certaine saveur de se
transformer en un autre fermion de saveur di�érente mais de charge électrique identique. Un
tel processus n'a jamais été observé expérimentalement, il est donc probable que ce processus
ne se produit pas ou rarement en réalité . Toute théorie digne de ce nom doit par conséquent
contenir un théorème interdisant ce genre de processus [48, 49, 50, 51].
Le modèle standard prédit l'existence des courants FCNCs. Or, il existe aussi un autre
mécanisme appelé mécanisme de GIM, qui a été proposé en 1970 par Glashow, Iliopoulos
et Maiani [52] et qui supprime les FCNCs. Expliquons comment les FCNCs apparaissent
dans le modèle standard. En général, les FCNCs sont prédits dans toute théorie qui ne
traite pas les trois générations de fermions de la même façon. Dans le modèle standard, les
couplages de Yukawa donnent une masse di�érente aux trois générations et le boson de Higgs
se couple donc di�éremment aux fermions d'une génération à l'autre. Pour trois générations,
le couplage de Yukawa s'écrit comme suit :

L = −
3∑

i,j=1

(λij d̄RiΦ
†QLj + λ̃ijūRiΦ̃

†QLj) + h.c. (3.61)

avec QLj =

(
uj
dj

)
L

(3.62)

où i et j sont les indices de saveur : ui = u,c,t et di = d,s,b pour i = 1, 2, 3. Après la brisure
de symétrie, le couplage de Yukawa prend la forme suivante :

L = −
3∑

i,j=1

(d̄Ri(Md)ijdLj + ūRi(Mu)ijuLj) + h.c. (3.63)

avec (Md)ij = λij
v√
2
et (Mu)ij = λ̃ij

v√
2

(3.64)

La matrice M n'est pas diagonale. Ainsi, les états propres du hamiltonien de l'interaction
faible ne correspondent pas aux états propres de la matrice de la masse. Ceci est lié au fait
que l'interaction faible est brisée spontanément et qu'elle n'est pas couplée à la masse. Pour
diagonaliser la matrice M , on utilise le théorème de la bidiagonalisation, qui dit que toute
matrice peut être diagonalisée par deux matrices unitaires : U †MV = diag(m1,m2,m3) avec
V †M †MV = diag(md,ms,mb) et U †MM †U = diag(mu,mc,mt). Dénotons par un � ' �les
états propres de l'interaction faible. Les états propres de la masse sont notés sans � ' �.
Les états propres de l'interaction faible sont liés aux états propres de la masse par des
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transformations unitaires : u′

c′

t′


L,R

= UL,R

 u
c
t


L,R

et

 d′

s′

b′


L,R

= VL,R

 d
s
b


L,R

(3.65)

Les états ui et di ont donc maintenant une masse bien dé�nie. Regardons quel e�et un
changement de base des états u′i et d

′
i vers les états ui et di a sur l'expression des courants

de l'interaction faible. Le courant faible neutre des quarks devient :

(u′, c′, t′)Lγ
µ

 u′

c′

t′


L

= (u, c, t)L(U †LUL)γµ

 u
c
t


L

(3.66)

Comme U est une matrice unitaire U †U = 1, nous voyons que le courant neutre reste
inchangé. Il n'y a pas de mélange entre générations pour le courant neutre. Par contre, le
courant faible chargé devient :

(u′, c′, t′)Lγ
µ

 d′

s′

b′


L

= (u, c, t)L(U †LVL)γµ

 d
s
b


L

(3.67)

La matrice V ≡ U †LVL est une matrice unitaire et décrit le mélange entre générations induit
par le courant chargé. Cette matrice est appelée matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa
(CKM). La matrice CKM vaut à peu près un sur les diagonales et l'amplitude de ses élé-
ments diminue quand on s'éloigne de la diagonale. Ainsi, un quark top peut par exemple se
transformer en quark bottom via l'émission d'un boson W+. L'amplitude de ce processus est
alors donnée par l'élément de matrice V33.
Les courants chargés peuvent donner lieu à des phénomènes interdits dans la nature. Par

Figure 3.1 � Diagramme de di�usion pour la transition ∆s = 2 sd̄→ ds̄, avec i, j = u, c, t.

phénomène � interdit �on entend un phénomène qui n'est observé que rarement. Un tel phé-
nomène est illustré sur la �gure (3.1), qui illustre une transition indirecte avec un changement
d'étrangeté égal à deux : ∆s = 2. En e�et, en travaillant au niveau de l'arbre et en utilisant
l'approximation à quatre fermions, le processus de la �gure (3.1) peut être décrit par un
lagrangien e�ectif donné par :

L ≈ g′

M2
W

J1J2 =
g′

M2
W

(d̄γµ(1− γ5)s)(d̄γµ(1− γ5)s) (3.68)

La charge électrique de d̄ est identique à la charge électrique de s. Les courants chargés
donnent donc lieu à un courant neutre e�ectif changeant de saveur, il s'agit donc d'un FCNC.
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Dans le modèle standard, il y a néanmoins le mécanisme de GIM, qui supprime fortement
l'amplitude du processus illustré à la �gure (3.1). En e�et, on peut montrer que l'amplitude
du diagramme de la �gure (3.1) est proportionnelle à la somme suivante, qui vaut zéro :

3∑
i=1

VisV
∗
id = 0 (3.69)

La somme vaut zéro parce que la matrice CKM est unitaire. Au niveau de l'arbre, l'amplitude
et donc la probabilité de ce processus est zéro. Néanmoins, si on travaille au-delà du niveau
arbre, il y a des termes supplémentaires qui apparaissent qui ne sont pas nuls mais qui sont
quand même fortement supprimés. Le mécanisme de GIM a été introduit à une époque où
le quark c n'a pas encore été découvert. A�n d'obtenir le bon mélange entre les générations
pour supprimer les FCNCs, les auteurs du mécanisme de GIM ont dû postuler l'existence
d'un quatrième quark, et ce n'est que plus tard que le quark en question, le charm, fut
découvert. La matrice CKM est la généralisation du mécanisme de GIM à six quarks, a�n
d'inclure les quarks top et bottom.
Nous avons vu que dans les modèles de Technicouleur, l'interaction à quatre fermions est
permise. Ainsi, un fermion peut se transformer en un technifermion, puis en un autre fermion
dont la saveur peut être di�érent du premier. La Technicouleur prédit donc l'existence de
tels courants. En e�et, comme les couplages de Yukawa, la théorie de la Technicouleur doit
impérativement distinguer les trois générations a�n de pouvoir donner une masse di�érente à
chaque génération. Dès lors, il faut construire un mécanisme similaire au mécanisme de GIM
du modèle standard qui permettrait de supprimer les courants FCNCs. A l'heure actuelle,
aucun mécanisme satisfaisant n'a encore été proposé. En plus du fait que les FCNCs n'ont
pas été observés expérimentalement, il y a un autre problème lié aux FCNCs. En e�et, les
FCNCs permettent certaines transitions qui donnent une limite supérieure à la masse des
quarks, du moins si on admet que la Technicouleur est similaire à l'interaction forte. Cette
limite est assez basse, et permet tout juste de donner une masse correcte aux fermions de la
première génération, mais pas aux fermions de la deuxième et troisième génération, qui sont
beaucoup trop lourds [48, 49, 50, 51].

3.3.2 Tests de précision électrofaible

Certaines grandeurs du modèle standard, comme par exemple l'angle électrofaible, qui
donne le rapport entre les masses des bosons W et Z, sont déterminées de façon très précise
par les données expérimentales. Ce fait contraint fortement la nouvelle physique qui se cache
peut-être aux hautes énergies. En e�et, une nouvelle physique comme la Technicouleur ap-
porte des corrections aux grandeurs du modèle standard. Comme certaines de ces grandeurs,
surtout celles liées à la théorie électrofaible, sont connues de façon très précise, les corrections
en question ne doivent pas être trop importantes, ce qui impose de nombreuses contraintes
à toute théorie visant à introduire une nouvelle physique. Les corrections peuvent être me-
surées par trois paramètres, à savoir les trois paramètres de Peskin-Takeuchi U, T et S, que
nous allons dé�nir un peu plus loin. L'introduction d'une nouvelle physique aux hautes éner-
gies modi�e les diagrammes de l'interaction des bosons W et Z avec eux-mêmes, ce qui se
traduit par une modi�cation du propagateur de ces derniers. La correction est de la même
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forme que celle que nous avons vue en (3.26), et peut être développée en série de Taylor [53] :

Πµν(k) =

(
gµν − kµkν

k2

)
Π(k2) (3.70)

=

(
gµν − kµkν

k2

)(
Π(0) + k2Π′(0) +O(k2/µnew)

)
(3.71)

où µnew désigne l'échelle d'énergie à laquelle la nouvelle physique se manifeste. A cause de
la conservation de la charge, il faut Πµν

W+W+ = Πµν
W−W− . Les corrections aux propagateurs

de W+ et W− ont donc la même amplitude. Les corrections aux propagateurs des bosons
W 3 et B sont notées Πµν

W 3W 3 et Πµν
BB. Finalement, la correction au diagramme décrivant le

mélange entre les bosons neutres est notée Πµν
W 3B. Les paramètres de Peskin-Takeuchi sont

alors dé�nis comme suit [53] :

S ≡ −16πΠ′W 3B(0) (3.72)

T ≡ 4π

sin(θW )2 cos(θW )2M2
Z

(ΠW+W+(0)− ΠW 3W 3(0)) (3.73)

U ≡ 16π (Π′W+W+(0)− Π′W 3W 3(0)) (3.74)

Ainsi, S mesure le mélange des bosons neutres. Comme nous l'avons vu dans la section
3.1.2., le boson W 3 (resp. B) peut se transformer en un boson B (resp. W 3) en passant
par l'émission et l'absorption d'une paire de quarks. Si le nombre de fermions permettant
une telle transformation augmente, alors le mélange et donc S augmente. Par conséquent,
le paramètre S limite le nombre d'isodoublets qu'une nouvelle théorie peut apporter. Ceci
constitue bien entendu un problème pour les théories de la Technicouleur, car même le modèle
le plus simple (voir section 3.2.1) nécessite l'introduction d'un nouveau doublet de fermions.
Le paramètre T mesure la di�érence de masse entre les bosons W et Z, qui est donnée par
l'angle électrofaible. En fait, il s'agit là d'une mesure de la violation de l'isospin faible. Si
cette dernière symétrie (SU(2)IW globale) avait été exacte, les bosons W et Z auraient la
même masse. Le paramètre U mesure la même di�érence mais à un ordre plus élevé. Les
valeurs des paramètres de Peskin-Takeuchi sont limitées par les précisions expérimentales
qu'on a sur la valeur des paramètres de la théorie électrofaible [54] :

S = 0.01± 0.10(−0.08) (3.75)

T = 0.03± 0.11(+0.09) (3.76)

U = 0.06± 0.10(+0.01) (3.77)

Pour trouver ces valeurs, on a supposé que la masse de la particule de Higgs vaut 117 GeV.
Les nombres entre parenthèses correspondent aux valeurs obtenues pour une masse de la
particule de Higgs égale à 300 GeV. Toute nouvelle théorie doit reproduire des valeurs de
S, T et U qui sont en accord avec ces valeurs expérimentales. La valeur de S a été calculée
pour un modèle de la Technicouleur à une génération, en supposant que la Technicouleur
est similaire à QCD. La valeur trouvée est approximativement égale à l'unité : S ≈ 1 [48].
La valeur théorique di�ère donc énormément de la valeur expérimentale, ce qui suggère que
la Technicouleur a encore beaucoup de progrès à réaliser avant de pouvoir être considérée
comme une théorie alternative au mécanisme de Higgs.

3.3.3 La Technicouleur marchante

La Technicouleur marchante, désignée par le nom de Walking Technicolour en anglais,
est une proposition d'un modèle qui permet de résoudre les problèmes liés aux FCNCs et
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aux paramètres de Peskin-Takeuchi. En e�et, ces deux problèmes résultent du fait que la
Technicouleur est basée sur la théorie de l'interaction forte, et donc asymptotiquement libre.
Par conséquent, la constante de couplage gTC de la Technicouleur évolue rapidement avec
l'échelle d'énergie. Dès que le groupe ETC se brise et donne le groupe de la Technicouleur à
une échelle d'énergie µETC , la constante de couplage de la Technicouleur devient importante
rapidement et le condensat des technifermions se forme à une échelle d'énergie proche de
µETC : µETC ≈ v. Ainsi, l'interaction ETC est prédominante à une échelle d'énergie assez
basse et in�uence donc fortement la physique connue aux énergies plus faibles. Ceci résulte
en de nouveaux phénomènes hypothétiques qui ne sont pas observés expérimentalement
à ces énergies-là et en des modi�cations trop importantes des paramètres de l'interaction
électrofaible. Une façon d'éviter ce genre de problèmes est d'admettre que la Technicouleur
n'est pas similaire à la chromodynamique quantique, et que la constante de couplage de la
Technicouleur évolue lentement, contrairement à la constante de couplage de l'interaction
forte. Ainsi, on peut avoir v ≡ µTC << µETC , avec gTC qui est plus ou moins constante sur
cet intervalle. Cette hypothèse permet de résoudre entre autres le problème de la masse des
fermions trop faible induite par les FCNCs [48].
Pour rappel, à l'échelle d'énergie µETC , la masse des fermions est donnée par :

m(µETC) ≈ 1

µ2
ETC

〈F̄F 〉ETC (3.78)

Le condensat de Technifermions à une échelle d'énergie µETC est lié au condensat 〈F̄F 〉TC ≈
Fπ à l'échelle µTC par la relation suivante [48] :

〈F̄F 〉ETC = 〈F̄F 〉TC exp

(∫ µETC

µTC

dµ

µ
γm(µ)

)
(3.79)

Ce résultat est donné par la théorie de la renormalisation. L'opérateur γm(µ) est appelé
la dimension anomale. Une analyse non perturbative donne que γm ≈ 1 sur l'intervalle
[µTC , µETC ]. Néanmoins, cette analyse est beaucoup trop longue pour la présenter dans cette
section. D'ailleurs, un mémoire a déjà été dédié à un sujet similaire à l'université de Liège et
nous renvoyons donc le lecteur intéressé à la référence [55]. Comme nous avons maintenant
que µTC 6= µETC , l'intégrale du membre de droite ci-dessus n'est plus zéro, et donc la masse
des fermions (3.78) devient :

m(µETC) ≈ 1

µ2
ETC

〈F̄F 〉TC
µETC
µTC

(3.80)

La masse des fermions est donc ampli�ée puisqu'elle évolue maintenant comme 1/µ et non
plus comme 1/µ2. L'ampli�cation de la masse permet ainsi de donner une masse non seule-
ment aux fermions de la première génération, mais aussi aux fermions de la deuxième généra-
tion. Néanmoins, ce modèle ne permet toujours pas de donner une masse aux fermions de la
troisième génération, qui restent toujours trop lourds. Ainsi, le problème de masse provoquée
par les FCNCs n'est résolu que partiellement. En ce qui concerne les paramètres de Peskin-
Takeuchi, la situation est un peu obscure. En e�et, d'une part il existe des arguments qui
indiquent que sous certaines conditions, la Technicouleur marchante pourrait reproduire les
bonnes valeurs de ces paramètres. D'autre part, dans d'autre circonstances, la Technicouleur
marchante pourrait aussi produire des valeurs erronées des paramètres de Peskin-Takeuchi.
Tant qu'il n'existe pas de modèle concret de la Technicouleur marchante, il est impossible de
prédire si ce modèle permet réellement de résoudre tous les problèmes liés aux paramètres
S, T et U [48].
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3.4 Bilan

Nous avons commencé le chapitre en présentant la brisure de la symétrie chirale de la
chromodynamique quantique, sur laquelle est basée la théorie de la Technicouleur. En e�et,
nous avons vu comment la brisure de la symétrie électrofaible peut être considérée comme
une conséquence directe de la brisure de la symétrie chirale des interactions fortes. Ce scé-
nario a permis de reproduire la bonne relation entre les masses, mais à une échelle d'énergie
erronée. C'est pourquoi on a introduit une nouvelle interaction dont la symétrie chirale est
alors brisée à une échelle d'énergie supérieure, impliquant ensuite la brisure de la symétrie
électrofaible à la bonne échelle d'énergie v = 246 GeV. Nous avons alors passé en revue
plusieurs modèles qui permettraient de réaliser la théorie en question. A chaque étape, nous
avons exhibé les défauts du modèle en question, pour ensuite donner un modèle amélioré
permettant de résoudre certains de ces défauts. Néanmoins, au �nal, nous avons montré qu'il
existe encore des problèmes qu'aucun de ces modèles, du plus simple au plus sophistiqué, ne
permet de résoudre. En e�et, les modèles de la Technicouleur sont soumis à une multitude de
contraintes qu'ils doivent satisfaire et par conséquent, il est extrêmement di�cile de réaliser
des modèles concrets qui répondent à tous ces critères.
La Technicouleur est probablement une théorie qui contient un plus grand nombre de mo-
dèles que n'importe quelle autre théorie. En fait, les modèles présentés dans ce travail ne
constituent qu'une petite sélection de modèles parmi beaucoup d'autres. Par exemple, un
autre modèle bien connu est celui de la Technicouleur fortement étendue (Strong Exten-
ded Technicolour). Ce modèle postule que la brisure de la symétrie électrofaible n'est pas
seulement due aux interactions de la Technicouleur, mais aussi à l'interaction ETC. Ainsi, le
condensat de technifermions brisant la symétrie électrofaible n'est pas seulement formé par
échange de technigluons, mais aussi par échange de gluons ETC [48]. Ceci permet d'aug-
menter la valeur moyenne dans le vide du condensat, et donc aussi la masse des fermions
via l'interaction à quatre fermions, ce qui pourrait rendre possible l'attribution d'une masse
adéquate aux fermions de la troisième génération. Un autre modèle intéressant est celui de la
� Technicouleur assistée par le quark top �(Topcolour assisted Technicolour) qui postule que
la troisième génération de fermions correspond en fait à la première génération de technifer-
mions. Ainsi, le condensat formé par les technifermions correspond à un condensat formé de
quarks top [56].
Bien que la théorie de la Technicouleur soit plus naturelle que le mécanisme de Brout-Englert-
Higgs, beaucoup de physiciens la considèrent comme étant trop compliquée et peu élégante.
La di�culté de réaliser des modèles concrets la rend encore moins attractive. Néanmoins,
il ne faut pas oublier que la Technicouleur constitue bien plus qu'une simple alternative au
mécanisme de Brout-Englert-Higgs. Comme déjà mentionné à plusieurs reprises, la Techni-
couleur est la seule théorie à l'heure actuelle qui permet d'expliquer la physique des saveurs.
Ainsi, même si la Technicouleur est un jour dé�nitivement abandonnée en tant qu'alterna-
tive au mécanisme de Brout-Englert-Higgs, elle ne sera pas oubliée, puisqu'elle fournit de
nombreux indices permettant d'établir une théorie des saveurs. En outre, la Technicouleur
introduit une multitude de nouvelles particules, et constitue donc une théorie qui d'une façon
très naturelle contient un grand nombre de candidats possibles pour la Matière Noire.



Conclusion

Nous avons commencé ce travail de �n d'études en introduisant le concept d'une brisure
spontanée de symétrie et en présentant le mécanisme de Brout-Englert-Higgs. Nous l'avons
fait à la fois dans le cadre d'une théorie abélienne et d'une théorie non-abélienne. Ensuite,
nous avons appliqué le mécanisme de Brout-Englert-Higgs à la physique de l'état solide. Nous
avons vu qu'e�ectivement, de nombreux phénomènes de la supraconductivité peuvent être
décrits par des brisures de symétrie et le mécanisme de Brout-Englert-Higgs. Finalement,
nous avons présenté une théorie alternative à la théorie de Higgs, à savoir la Technicouleur.
Néanmoins, ce travail n'inclut qu'une partie in�niment petite du vaste sujet que constituent
les brisures spontanées de symétrie et le mécanisme de Brout-Englert-Higgs. En e�et, dans
le premier chapitre, nous avons discuté du mécanisme de Brout-Englert-Higgs du modèle
standard, qui correspond à un mécanisme de Brout-Englert-Higgs minimal. Il existe d'autres
modèles plus compliqué qui font intervenir deux ou plusieurs doublets de Higgs au lieu d'un
seul [57].
De même, dans le deuxième chapitre, nous nous sommes concentrés sur la brisure de la
symétrie électromagnétique apparaissant dans les supraconducteurs. Or, il existe des théo-
ries selon lesquelles d'autres symétries sont brisées dans les supraconducteurs, comme par
exemple la symétrie discrète du renversement du temps [58]. De tels supraconducteurs sont
appelés des supraconducteurs non-conventionnels, et sont apparus lorsqu'on cherchait à ex-
pliquer le phénomène de la supraconductivité à haute température.
Dans la conclusion du troisième chapitre, nous avons déjà mentionné qu'il existe beaucoup
d'autres modèles de la théorie de la Technicouleur. Néanmoins, les théories de la Techni-
couleur ne constituent évidemment pas les seules théories alternatives au mécanisme de
Brout-Englert-Higgs. Il y a par exemple de nombreuses théories qui font intervenir une di-
mension supplémentaire en plus des quatre dimension de l'espace temps [59]. Une des ces
théories postule par exemple que les bosons de jauge deviennent massifs en absorbant leur
propre cinquième composante [60]. D'autres théories alternatives au mécanisme de Brout-
Englert-Higgs font intervenir ce qu'on appelle des non-particules (unparticles) [61]. Dans ces
théories, on travaille uniquement avec des champs se trouvant dans leur état fondamental.
Dès lors, on travaille avec di�érents types de vide et non pas avec des particules, d'où le nom
de � unparticles �.
Malheureusement, ce travail de �n d'études doit se limiter à une soixantaine de pages, et
nous avons donc dû faire une sélection des sujets à discuter. En espérant que le choix de su-
jets a été intéressant, nous encourageons le lecteur désireux d'approfondir ses connaissances
relatives à ces sujets de consulter la bibliographie.
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Annexe A

Dé�nitions et notations

Coordonnées co- et contra- variantes :

A un espace vectoriel V muni d'une base
{
e(µ)

}
peut être associé un espace dual V ∗ muni

d'une base duale
{
e(µ)
}
. L'espace dual V ∗ consiste de toutes les formes linéaires de V . A

tout vecteur x peuvent donc être associé deux types de coordonnées : celles dans l'espace V
et celles dans l'espace V ∗ :

x = xµe(µ) et x = xµe
(µ) avec µ = 0, 1, 2, 3 (A.1)

Les coordonnées avec l'indice en bas constituent les coordonnées co-variantes, tandis que les
coordonnées portant l'indice en haut sont appelées coordonnées contra-variantes. Souvent,
on dénote le vecteur x simplement par ses coordonnées xµ ou xµ. Les vecteurs portent leur
indice � naturellement �en haut [62] :

xµ = (x0,x) et xµ = (x0,−x) (A.2)

Les formes portent leur indice naturellement en bas. Un exemple d'une forme est le gradient
d'une fonction scalaire ∂µφ :

∂µφ =
∂φ

∂xµ
=

(
∂

∂x0
,∇
)
φ et ∂µφ =

∂φ

∂xµ
=

(
∂

∂x0

,−∇
)
φ (A.3)

Soit gµν = gµν = eµeν = diag(1,−1,−1,−1) le tenseur métrique. Alors la relation entre les
coordonnées co-variantes et contra-variantes est donnée par :

xµ = gµνx
ν et xµ = gµνxν (A.4)

Par conséquent, le produit scalaire entre deux vecteurs x et p est donné par :

x · p = xµpµ = x0p0 − x · p (A.5)

Groupe discret :

Un groupe discret est un groupe dont le nombre d'éléments est dénombrable. Le nombre
d'éléments peut être �ni ou in�ni.
Groupe continu :

Un groupe continu est est un groupe dont le nombre d'éléments est indénombrable. On
désigne par groupe de Lie un groupe continu dont tous les éléments peuvent être écrits
comme une combinaison d'un nombre �ni d'éléments de ce groupe. Ce nombre �ni d'éléments
constitue une base de ce groupe. Ces éléments peuvent être écrits sous la forme suivante :

Si = eθiIi (A.6)
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où θi est un paramètre prenant des valeurs continues. Les Ii sont appelés les générateurs
du groupe. Les relations de commutation entre les générateurs forment ce qu'on appelle une
algèbre de Lie. Dans ce travail, tous les groupes rencontrés sont des groupes de Lie. Par
exemple, le groupe des rotations dans l'espace est un groupe de Lie. La base est formée par
les matrices Sx, Sy et Sz qui désignent les rotations autour des trois axes. Les paramètres θi
désignent les angles de rotation. Une rotation autour d'un axe quelconque peut être décrite
comme une combinaison de rotations autour des axes x, y et z.
Champ scalaire :

Un champ scalaire décrit des particules de spin 0. Les excitations d'un champ scalaire réel
correspondent à des particules neutres, tandis que les particules chargées constituent les
modes d'un champ scalaire complexe.
Champ spinoriel :

Un champ spinoriel décrit les particules de spin 1/2 comme par exemple les électrons. Un
spineur de Dirac est un objet à quatre composantes complexes qui possède des lois de trans-
formation di�érentes de celles d'un vecteur. A un spineur ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)

T peut être
associé un spineur adjoint dé�ni par ψ̄ = (ψ∗1, ψ

∗
2,−ψ∗3,−ψ∗4) = ψ†γ0, où γ0 est la première

matrice de Dirac. Le produit ψ̄ψ se transforme comme un scalaire sous une transformation
de Lorentz, tandis que le produit ψ̄γµψ se transforme comme un vecteur. En général, le
spineur adjoint décrit les antiparticules.
Champ vectoriel :

Un champ vectoriel décrit des particules de spin 1. En général, les bosons médiateurs des
interactions, appelés bosons de jauge, sont décrits par des champs vectoriels. Ainsi, le photon
par exemple est décrit par le quadrivecteur Aµ = (Φ,A) où Φ est le potentiel électrique et
A le potentiel vecteur.
Composantes levogyres et dextrogyres :

Considérons les opérateurs de projection suivants, appelés opérateurs de chiralité :

PL =
1− γ5

2
et PR =

1 + γ5

2
avec γ5 = iγ0γ1γ2γ3 (A.7)

Les composantes levogyres d'un spineur de Dirac ψ sont alors données par PLψ = ψL et les
composantes dextrogyres par PRψ = ψR. Les spineurs ψL et ψR sont appelés spineurs de Weyl
et sont des objets à deux composantes dans la représentation de Weyl. Dans la représentation
de Dirac, ce sont des objets à quatre composantes mais dont deux composantes seulement
sont indépendantes. Ils sont états propres de l'opérateur γ5 : γ5ψL = −ψL et γ5ψR = ψR.
Les opérateurs de chiralité peuvent être reliés à l'opérateur d'hélicité pour des particules de
masse nulle. Ainsi, le spineur de Weyl ψL décrit des particules dont l'impulsion et le spin
sont antiparallèles et ψR décrit des particules dont le spin et l'impulsion sont parallèles.
Propagateur :

Si un champ est décrit par son équation de mouvement, alors le propagateur de ce champ
correspond à la transformée de Fourier de la fonction de Green de l'équation. Par exemple,
un champ scalaire massif φ est décrit par l'équation de Klein-Gordon :

(�x +m)φ = 0 (A.8)

La fonction de Green D(x− y) correspond alors à la solution de l'équation suivante :

(�x +m2)D(x− y) = −iδ(4)(x− y) (A.9)
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Si D̃(p) correspond à la transformée de Fourier de la fonction de Green, alors cette dernière
peut être écrite sous la forme suivante :

D(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)D̃(p) (A.10)

En remplaçant, l'équation devient :

(�x +m)

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)D̃(p) = −iδ(4)(x− y) (A.11)

⇔
∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)︸ ︷︷ ︸

δ(4)(x−y)

(−p2 +m2)D̃(p) = −iδ(4)(x− y) (A.12)

⇔(−p2 +m2)D̃(p) = −i (A.13)

⇔D̃(p) =
i

p2 −m2
(A.14)

Ainsi, la masse de la particule est donnée par le pôle du propagateur. Prenons encore comme
un autre exemple le propagateur d'un champ vectoriel. Dans la quanti�cation de Gupta-
Bleuler, le lagrangien d'un champ vectoriel libre s'écrit :

L = −1

4
F µνFµν −

λ

2
(∂µA

µ)2 (A.15)

où λ est une constante arbitraire. Les équations de mouvement sont alors données par :

�Aν − (1− λ)∂ν∂µA
µ = 0 (A.16)

La fonction de Green P est alors la solution de l'équation suivante :

(�gµτ − (1− λ)∂µ∂τ )P
τσ = −iδ(4)gµσ (A.17)

Si P̃ est la transformée de Fourier de P , alors dans l'espace réciproque l'équation devient :(
p2gµτ − (1− λ)pµpτ

)
P̃ τσ = −igµσ (A.18)

On pose :P̃ τσ = Agτσ +Bpτpσ. En remplaçant cette expression dans l'équation, on trouve :

Ap2gµσ − A(1− λ)pµpσ +Bp2(pσpµ)−B(1− λ)p2pµpσ = −igµσ (A.19)

En choisissant A = −i
p2
, le premier terme du membre de gauche se simpli�e avec le membre

de droite. Ensuite, si pµpσ 6= 0, l'équation se simpli�e à :

−A(1− λ) +Bp2 −Bp2(1− λ) = 0⇔ −A(1− λ) +Bp2λ = 0 (A.20)

Avec A = −i
p2
, on trouve B = − i

p2

(
1−λ
λp2

)
. Finalement, le propagateur P̃ τσ est donné par :

P̃ τσ = − i

p2

(
gτσ +

(
1

λ
− 1

)
pτpσ

p2

)
(A.21)

Le choix λ = 1 correspond à la jauge de Feynmann. Dans ce travail, nous allons travailler
dans la jauge de Landau, qui est donnée par le choix λ = ∞. Notons encore que dans le
cas d'un champ vectoriel massif, il faut encore ajouter un terme de masse 1/2m2AµA

µ au
lagrangien. Dans ce cas, le propagateur prend la forme suivante :

P̃ τσ = − i

p2 −m2

(
gτσ − pτpσ

m2

)
(A.22)

Encore une fois, la masse de la particule est donnée par le pôle du propagateur.



Annexe B

Le théorème de Noether

Le théorème de Noether dit qu'à chaque symétrie continue du Lagrangien correspond
un courant conservé. Soit une transformation continue que l'on peut écrire sous une forme
in�nitésimale selon la manière suivante :

φ(x)→ φ(x) + igαTδφ(x) ≡ φ(x) + α∆φ(x) (B.1)

où g correspond à la constante de couplage du groupe, α constitue un paramètre in�nitésimal,
et T est le générateur du groupe. Pour que les équations d'Euler-Lagrange restent invariantes
sous cette transformation, il faut que le lagrangien change au plus d'une quadridivergence
[62] :

L→ L+ α∂µJ
µ ≡ L+ α∆L (B.2)

où Jµ correspond à une certaine fonction. Pour une variation ∆φ du champ φ, la variation
du Lagrangien est donnée par [62] :

α∆L =
∂L

∂φ
(α∆φ) +

(
∂L

∂(∂µφ)

)
∂µ(α∆φ) (B.3)

= α∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
∆φ

)
+ α

(
∂L

∂φ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

))
∆φ (B.4)

Le deuxième terme s'annule, car l'équation d'Euler-Lagrange doit être véri�ée. En identi�ant
(B.2) et (B.4), on obtient :

∂µJ
µ − ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
∆φ

)
= 0 (B.5)

⇔ ∂µj
µ = 0 (B.6)

avec jµ = Jµ − ∂L

∂(∂µφ)
∆φ (B.7)

Nous avons donc e�ectivement un courant jµ conservé. Notons que la conservation du courant
est équivalente à dire que la charge Q associée au courant est constante dans le temps. En
e�et, la charge Q associée au courant jµ est dé�nie par [62] :

Q ≡
∫
j0 d3x (B.8)

Nous avons donc :
dQ

dt
=

∫
∂0j

0 d3x = −
∫
∂ij

i d3x (B.9)
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La deuxième égalité est due à la conservation du courant. L'intégrale sur le volume de la
divergence du courant peut être transformée en intégrale de surface du courant. Cette surface
englobe un volume in�ni et constitue donc la frontière de l'univers. Le courant est propor-
tionnel au champ φ. Or, on suppose que les champs s'annulent à la frontière de l'univers,
puisqu'on ne sait pas très bien ce qui se passe avec les champs s'ils sortent de l'univers. Dès
lors, l'intégrale sur la surface vaut zéro et par conséquent la charge Q est conservée dans le
temps.
Lors d'une brisure explicite de symétrie, le lagrangien change d'un terme qui n'est pas une
quadridivergence d'une certaine fonction. La variation du lagrangien est alors de la forme :

δ(L+ `) = ∂µJ
µ + δ` (B.10)

où la variation δL est égale à une quadridivergence ∂µJµ et la variation δ` ne peut pas être
écrite sous la forme d'une quadridivergence. Dans ce cas, nous voyons que contrairement à
une brisure spontanée de symétrie, le courant n'est plus conservé. Néanmoins, si la brisure
explicite de symétrie δ` est petite, alors le courant est approximativement conservé.



Annexe C

Le potentiel d'interaction entre deux

quarks

Dans la théorie des groupes, les équations (3.45) à (3.47) peuvent être obtenues en utili-
sant les diagrammes de Young :

× = + (C.1)

× = + (C.2)

× = + (C.3)

A chaque diagramme de Young, on peut associer deux nombres λ et µ, dé�nis comme suit :

(C.4)︸ ︷︷ ︸
µ

︸ ︷︷ ︸
λ

(C.5)

Dans l'exemple ci-dessus, nous avons donc λ = 3 et µ = 2. λ correspond donc aux nombres
de colonnes à une ligne et µ correspond au nombre de colonnes à deux lignes. Pour un simple
quark � nous avons (λµ) = (10) et pour un antiquark, représenté par deux carrées verticaux,
(λµ) = (01). Un singulet, représenté par trois carrées verticaux, a (λµ) = (00). La dimension
d'une représentation est donnée par la formule suivante [63] :

d(λ,µ) =
1

2
(1 + λ)(1 + µ)(λ+ µ+ 2) (C.6)

Ainsi, la représentation d'un simple quark � a une dimension d(1,0) = 3. En e�et, dans
le nature, les quarks apparaissent sous la forme d'un triplet de couleur. Souvent, on fait
référence à une représentation par sa dimension. Notons que plusieurs diagrammes peuvent
donner une même représentation. Ces diagrammes sont alors parfaitement équivalents. Un
exemple en sont les diagrammes � et le premier diagramme du membre de droite de la ligne
(C.2), qui correspondent tous les deux à la représentation d'un quark (10).
Le potentiel d'interaction V entre deux quarks est proportionnel à la quantité suivante [63] :

V ≈ 1

r
Ci · Cj avec Ci · Cj =

8∑
c=1

λci
2

λcj
2

(C.7)
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où r est la distance relative entre les deux quarks et les matrices λc sont les matrices de
Gell-Mann, correspondant aux générateurs du groupe de couleur SU(3)C . Pour déterminer
le signe du potentiel d'interaction, il faut donc déterminer les valeurs propres de l'opérateur
Ci ·Cj. Pour un système de deux quarks i et j, les générateurs Cc = λc

2
sont donnés par [63] :

Cc = Cc
i + Cc

j avec c = 1, ..., 8 (C.8)

où Cc
i correspond au générateur de SU(3)C s'appliquant à la particule i. En élevant cette

expression au carré et en sommant sur c, on trouve :

Ci · Cj =
1

2

(
C2 − C2

i − C2
j

)
(C.9)

où C2, C2
i et C

2
j sont les opérateurs de Casimir de la représentation du système formé des deux

quarks, et de la représentation des particules i et j respectivement. Pour une représentation
(λµ), les valeurs propres des opérateurs de Casimir sont données par :

C2ψ(λµ) =
1

3

(
λ2 + µ2 + λµ+ 3λ+ 3µ

)
ψ(λµ) (C.10)

Nous renvoyons le lecteur intéressé par une démonstration de cette relation à la page 288 de
la référence [63]. Dès lors, les valeurs propres des opérateurs de Casimir de la représentation
d'un quark (10) et d'un antiquark (01) sont données par :

C2
i ψ(10) =

4

3
ψ(10) et C

2
i ψ(01) =

4

3
ψ(01) (C.11)

La ligne (C.1) nous dit que deux quarks peuvent se combiner en un antitriplet ou en un
sextet (20). La valeur propre de l'opérateur de Casimir de la représentation (20) est donnée
par :

C2ψ(20) =
10

3
ψ(20) (C.12)

En utilisant la relation (C.9), selon que les quarks se combinent en un antitriplet ou en un
sextet, nous avons que le potentiel est proportionnel à :

〈Ci · Cj〉(01) =
1

2

(
4

3
− 4

3
− 4

3

)
= −2

3
(C.13)

〈Ci · Cj〉(20) =
1

2

(
10

3
− 4

3
− 4

3

)
=

1

3
(C.14)

Le potentiel est donc négatif pour une combinaison en un antitriplet, ce qui signi�e que
la combinaison selon ce mode est attractive. Par contre, le potentiel est positif pour une
combinaison en un sextet, et donc la combinaison selon ce dernier mode est répulsive. On
peut procéder de la même façon pour trouver les potentiels correspondant aux lignes (C.2)



ANNEXE C. LE POTENTIEL D'INTERACTION ENTRE DEUX QUARKS 66

à (C.3). Les résultats sont repris dans le tableau ci-dessous :

Dimension Diagramme (état �nal) 〈Ci · Cj〉

3̄ −2
3

6 1
3

3 −2
3

6̄ 1
3

1 −4
3

8 1
6

(C.15)

Nous voyons que la combinaison d'un quark et d'un antiquark en un singulet est le mode
de condensation le plus favorable d'un point de vue énergétique. Il en résulte que le groupe
SU(3)C n'est pas brisé par la formation d'un condensat de quarks.
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