CALCUL FORMEL et techniques de MANIPULATION SYMBOLIQUE

H. Caprasse

Table des Matières

1 INTRODUCTION 6

2 ORIGINE ET GENERALITES 9 2.1 Origine : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9 2.2 Généralités : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10

3 APPLICATIONS 12

4 FONDATIONS DU CALCUL FORMEL 14 4.1 La structure informatique du système REDUCE : : : : : : : : : : 14 4.2 L’utilisation du système : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14 4.3 Les primitives du langage : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16 4.4 Les opérateurs arithmétiques fondamentaux : : : : : : : : : : : 19

5 CALCULS NUMERIQUES 20 5.1 L’arithmétique des grands nombres : : : : : : : : : : : : : : : : 24

6 POLYNÔMES 24 6.1 Les anneaux et les champs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25 6.2 Les polynômes à une indéterminée : : : : : : : : : : : : : : : : 26 6.3 Les opérations sur les polynômes : : : : : : : : : : : : : : : : : 27 6.4 Les représentations des polynômes : : : : : : : : : : : : : : : : 28 6.5 Généralisation aux polynômes à plusieurs indéterminées : : : : 31 6.5.1 L’ordre lexicographique : : : : : : : : : : : : : : : : : : 33 6.5.2 L’ordre du degré total : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 34 6.6 La manipulation des polynômes : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35

7 EQUATIONS ALGEBRIQUES 37 7.1 Le cas des polynômes univariés : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37 7.1.1 La décomposition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37 7.1.2 La factorisation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 39 7.1.3 Définition et construction d’une extension algébrique : : 42

7.1.4 Le calcul numérique des racines : : : : : : : : : : : : : : 49 7.2 Le cas des polynômes multivariés : : : : : : : : : : : : : : : : : 52 7.2.1 Le Résultant : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52 7.2.2 Les systèmes d’équations non-linéaires : : : : : : : : : : 54 7.2.3 Homomorphisme d’Anneau et Idéal : : : : : : : : : : : : 56 7.2.4 Les bases de Gröbner : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 58 7.2.5 Symétries et bases de Gröbner : : : : : : : : : : : : : : 63 7.3 Les inéquations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64

8 FONCTIONS 65 8.1 Les fonctions rationnelles : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 65 8.2 La décomposition en fractions partielles : : : : : : : : : : : : : 68 8.3 Les fonctions algébriques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68 8.4 Les fonctions transcendantes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69 8.5 L’extension transcendante d’un champ : : : : : : : : : : : : : : 72

9 SUITES ET PRODUITS INFINIS 72

10 CHAMP DIFFERENTIEL 73 10.1 Les séries de Taylor : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76 10.2 Le développement de Laurent : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 79

11 INTEGRATION 81 11.1 Les primitives : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 82 11.2 Illustration : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 86 11.3 Les intégrales définies : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 89 11.4 Le calcul des résidus : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 91

12 EQUATIONS DIFFERENTIELLES 92 12.1 Le logiciel DESIR : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 93 12.2 Les équations aux dérivées partielles : : : : : : : : : : : : : : : 96

13 PROGRAMMATION ALGEBRIQUE 97

13.1 Les commandes conditionnelles : : : : : : : : : : : : : : : : : : 97 13.2 Les boucles : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 98 13.3 Les règles de réécriture : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 100 13.4 Ordres composés et procédures : : : : : : : : : : : : : : : : : : 101 13.4.1 Les ordres composés : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 101 13.4.2 Les procédures : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 102 13.5 Illustrations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 103

14 MANIPULATION SYMBOLIQUE 112

15 LANGAGE SYMBOLIQUE DE REDUCE 115 15.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 115

16 STANDARD LISP 116 16.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 116 16.2 Primitives et Structures : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 117 16.3 Les propriétés : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 121 16.4 Les variables et leurs liaisons : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 123 16.5 La fonction EVAL : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 124 16.6 Les procédures : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 126 16.7 La table des objets : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 130 16.8 EQUAL versus EQ et EQN : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 131 16.9 Les fonctions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 132 16.9.1 Fonctions de manipulation des identificateurs : : : : : : 132 16.9.2 Fonctions de manipulation des listes : : : : : : : : : : : 134 16.9.3 Les fonctions pseudo-booléennes : : : : : : : : : : : : : 136 16.9.4 Quelques fonctions importantes : : : : : : : : : : : : : : 137

17 REDUCE LISP 141 17.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 141 17.2 Modifications et extensions des fonctions du SLISP : : : : : : : 142 17.3 La structure des polynômes et les fonctions AEVAL et REVAL 145

17.3.1 Le quotient standard : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 146 17.3.2 Construction de la forme algébrique. : : : : : : : : : : : 154 17.4 La forme préfixe LISP : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 155 17.5 Les opérations arithmétiques sur SQ et SF. : : : : : : : : : : : 155 17.6 De la forme préfixe algébrique à la forme LISP : : : : : : : : : 157 17.7 Les fonctions d’impression des SQ et des SF : : : : : : : : : : : 158 17.8 Les nombres. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 159 17.9 Le polymorphisme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 161 17.10Les types dans REDUCE : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 162 17.11Les procédures : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 165 17.11.1La procédure SMACRO : : : : : : : : : : : : : : : : : : 166 17.11.2La procédure SANS NOM : : : : : : : : : : : : : : : : : 167 17.11.3La procédure OPFN : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 167 17.11.4La procédure POLYFN : : : : : : : : : : : : : : : : : : 168 17.11.5La procédure SIMPFN : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 168 17.11.6La procédure PSOPFN : : : : : : : : : : : : : : : : : : 169 17.11.7La procédure STAT : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 171 17.12L’extension RLISP ’88 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 171

18 PERSPECTIVES 173